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Аннотация. Введены и изучены анизотропные пространства Гёльдера – Зигмунда (в общем случае – 

распределение), определенные на ℝ𝑛, с переменным показателем гладкости, который может принимать 
и отрицательные значения. Для определения этих пространств использовалось разбиение единицы Лит-
лвуда – Пэли, модифицированное для анизотропного случая, с помощью которого была введена норма в 
анизотропном пространстве по аналогии с изотропным. В случае, когда замыкание области значений 
показателя гладкости содержит лишь положительные значения, построено семейство норм в анизо-
тропном пространстве Гёльдера – Зигмунда переменной гладкости с помощью различных степеней опе-
ратора конечной разности.  Доказана эквивалентность семейства норм, заданных с помощью конечных 
разностей с нормой, определенной с использованием разбиения единицы Литлвуда – Пэли на введенных 
анизотропных пространствах. 
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Abstract. Anisotropic Hоlder-Zygmund spaces (in the general case, a distribution) defined on ℝ𝑛 with a vari-
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was introduced in an anisotropic space by analogy with an isotropic one. In the case when the closure of the 

domain of values of the smoothness index contains only positive values, a family of norms in an anisotropic Hоlder-

Zygmund space with a variable smoothness index was constructed using various powers of the finite difference 

operator. The equivalence of the family of norms defined using finite differences with the norm defined using the 

partition of the Littlewood-Paley unit on the introduced anisotropic spaces is proved. 
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Введение 

 

Исследованию анизотропных функциональных пространств, как и пространств функций с пе-
ременными показателями, посвящено немало работ. Фундаментальные результаты по анизо-
тропным пространствам и обзор литературы со ссылками на источники можно найти в [1–5]. 

Такие пространства важны во многих приложениях, например, при исследовании параболиче-
ских уравнений [6, 7]. В данной работе устанавливается эквивалентность норм в анизотропных 
пространствах Гёльдера – Зигмунда с переменным показателем гладкости. Для изотропного слу-
чая с постоянным показателем гладкости аналогичные результаты можно найти в [8, с. 34], для 
переменного – в [9–11]. Применение пространств Гёльдера с переменным показателем гладко-
сти, который не принимает целых значений, для анализа локальной гладкости решений эллипти-
ческих краевых задач можно посмотреть в [12].  

 

Обозначения и определения 

 

Для любых элементов 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 и ξ = (ξ1, … , ξ𝑛) ∈ ℝ𝑛 вещественного n-мерного 
линейного пространства ℝ𝑛 скалярное произведение и норма определены, соответственно, равен-
ствами 𝑥 ⋅ ξ = 𝑥1ξ1 + ⋯ + 𝑥𝑛ξ𝑛 и |𝑥| = √(𝑥, 𝑥). Для любого мультииндекса α = (α1, … , α𝑛) ∈ ℤ+𝑛  

(здесь всюду ℤ+ = {0} ∪ ℕ) обозначим его порядок как |α| = α1 + ⋯ + α𝑛, а также 𝑥α означает 𝑥1α1 ⋅ … ⋅ 𝑥𝑛α𝑛. Производная |α|-го порядка ∂𝑥α имеет обычное значение. 
На ℝ𝑛 введем анизотропное расстояние, которое будет определяться вектором анизотропно-

сти ϰ = (ϰ1, … , ϰ𝑛) ∈ (0, ∞)𝑛. А именно для 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 его анизотропную длину |𝑥|ϰ 

определим следующим образом:     |𝑥|ϰ = {0 при   𝑥 = 0,𝑡 при   𝑥12𝑡−2ϰ1 + ⋯ + 𝑥𝑛2𝑡−2ϰ𝑛 = 1.   
Потребуем, чтобы вектор анизотропности удовлетворял равенству ϰ1 + ⋯ + ϰ𝑛 = 𝑛, так что 

изотропному случаю отвечает вектор ϰ = (1, … ,1). Отметим лишь, что в изотропном случае |𝑥|ϰ 

есть евклидова норма |𝑥| вектора 𝑥. В дальнейшем понадобятся положительные константы 

 ϰ− = min(ϰ1, … , ϰ𝑛) и ϰ+ = max(ϰ1, … , ϰ𝑛). 

«Анизотропное умножение» скаляра 𝑡 ∈ (0, ∞) на вектор 𝑥 ∈ ℝ𝑛 осуществляется по формуле 𝑡ϰ𝑥 = (𝑡ϰ1𝑥1, ⋯ , 𝑡ϰ𝑛𝑥𝑛), а для любого α ∈ ℝ – по определению 𝑡αϰ𝑥 = (𝑡α)ϰ𝑥. Тогда имеет место 
равенство |𝑡ϰ𝑥|ϰ = 𝑡|𝑥|ϰ. 

Далее будут встречаться хорошо известные пространства определенных на ℝ𝑛 функций: 𝐶𝑁(ℝ𝑛),  𝑁 ≤ ∞;  𝒮(ℝ𝑛)  и 𝐶0∞(ℝ𝑛) – пространство всех 𝑁 раз непрерывно дифференцируемых 
функций, пространство Шварца и пространство всех бесконечно дифференцируемых функций с 
компактными в ℝ𝑛 носителями соответственно. Двойственное к 𝒮(ℝ𝑛) пространство умеренных 
распределений будем обозначать как 𝒮′(ℝ𝑛). Преобразование Фурье функции 𝑓 ∈ 𝒮(ℝ𝑛) зада-
ется формулой 𝑓(ξ) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖ξ⋅𝑥  𝑑𝑥 и продолжается по двойственности на пространство уме-
ренных распределений 𝒮′(ℝ𝑛). Здесь и в дальнейшем область интегрирования не указывается, 
если она совпадает с ℝ𝑛. Норма элемента 𝑢 в пространстве 𝐿𝑝(ℝ𝑛) будет, как обычно, обозна-
чаться как ‖𝑢‖𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. 
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Средний (в определенном далее смысле) показатель гладкости исследуемой функции в 
точке 𝑥 ∈ ℝ𝑛 будет задавать значение функции 𝑠(𝑥) в этой точке. Потребуем, чтобы функция 𝑠(𝑥) была вещественнозначной, ограниченной и непрерывной, а также чтобы для нее суще-
ствовала постоянная 𝐶𝑠 > 0, такая, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, |𝑦|ϰ < 1, выполнялось неравен-
ство |log2|𝑦|ϰ| ⋅ |𝑠(𝑥 + 𝑦) − 𝑠(𝑥)| ≤ 𝐶𝑠.                     (1) 

Условие (1) эквивалентно следующему [9]:  
  𝑆−1|𝑦|ϰ𝑠(𝑥) ≤ |𝑦|ϰ𝑠(𝑥+𝑦) ≤ 𝑆|𝑦|ϰ𝑠(𝑥),     𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛,    0 < |𝑦|ϰ < 1,           (2) 

где 𝑆 = 2𝐶𝑠. Обозначим 𝑠− = inf𝑥∈ℝ𝑛𝑠(𝑥), 𝑠+ = sup𝑥∈ℝ𝑛𝑠(𝑥), 𝑠Δ = 𝑠+ − 𝑠−. Показатель гладкости по пе-

ременной 𝑥𝑗 задается формулой 𝑠𝑗(𝑥) = 𝑠(𝑥)/ϰ𝑗, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛}. Если 𝑠(𝑥) ≠ 0, то 

 𝑛 = 𝑠(𝑥) ∑ 1𝑛𝑗=1 /𝑠𝑗(𝑥). 

Оператор взятия конечной разности δℎ действует на функцию 𝑢 по правилу  δℎ𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥 + ℎ) − 𝑢(𝑥), 𝑥, ℎ ∈ ℝ𝑛, а его целые положительные степени определены по фор-
муле δℎ𝑘 = δℎδℎ𝑘−1, 𝑘 ∈ ℕ. Стандартный базис 𝑒1 = (1,0, … ,0), 𝑒2 = (0,1, … ,0), …,  𝑒𝑛 = (0,0, … ,1) векторного пространства ℝ𝑛 предоставляет удобную форму записи конечной раз-
ности по j-й переменной δ𝑡𝑒𝑗𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥1, … , 𝑥𝑗 + 𝑡, … , 𝑥𝑛) − 𝑢(𝑥). Буквой 𝐶 будем обозначать 
различные положительные константы.  

 

Анизотропное пространство Гёльдера – Зигмунда 𝑪𝛞𝒔(⋅)(ℝ𝒏) при 𝒔− > 0 

 

Определение 1.  Анизотропное пространство 𝐶ϰ𝑠(⋅) = 𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) c переменным средним пока-
зателем гладкости 𝑠(⋅) при 𝑠− > 0 и вектором анизотропности ϰ состоит из непрерывных и огра-
ниченных на ℝ𝑛 функций, для которых конечна норма ‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅) = ‖𝑓‖𝐿∞ + supℎ∈ℝ𝑛∖{0} sup𝑥∈ℝ𝑛 |δℎ𝑁𝑓(𝑥)||ℎ|ϰ𝑠(𝑥) ,                  (3) 

где 𝑁 = [𝑠+/ϰ−] + 1 (здесь и далее скобки [𝑡] означают целую часть числа 𝑡). Очевидно, что если 
в этом определении супремум по всем ℎ ∈ ℝ𝑛 ∖ {0} заменить на супремум по всем 0 < |ℎ|ϰ < 1, 

то получим эквивалентную норму. Если обозначить через ‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)(N)
 правую часть в (3) при  𝑁 > [𝑠+/ϰ−] + 1, то соотношение (2) позволяет заключить, что для любого такого 𝑁 существует 𝐶 > 0, такое, что для всех 𝑓 верно неравенство ‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)(N) ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅). 

В качестве примера можно привести популярное параболическое пространство Гёльдера 𝐶1+ α 2⁄ ,2+α(ℝ𝑛) функций, показатель гладкости которых по первой переменной 1 + α/2, а по 
остальным переменным 2 + α, 0 < 𝛼 < 1, α = const. В этом случае элементы вектора анизотроп-
ности принимают значения ϰ1 = 2𝑛𝑛+1, ϰ2 = ⋯ = ϰ𝑛 = 𝑛𝑛+1, а средняя гладкость 𝑠 = (2+𝛼)𝑛𝑛+1 . 

На анизотропном пространстве 𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) можно ввести ещё одну норму ‖𝑓‖′𝐶ϰ𝑠(⋅) = ‖𝑓‖𝐿∞ + ∑ sup𝑡∈ℝ∖{0}𝑛𝑗=1 sup𝑥∈ℝ𝑛 |𝛿𝑡𝑒𝑗𝑁 𝑓(𝑥)||𝑡|𝑠(𝑥)/ϰ𝑗 ,                (4) 

где снова 𝑁 = [𝑠+/ϰ−] + 1. Очевидно, что ‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)′ ≤ ‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅). Заметим, что при фиксированном 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛} и фиксированных 𝑥𝑘, 𝑘 ≠ 𝑗, для любых двух натуральных чисел 𝑁𝑗, удовлетворяю-

щих условию 𝑁𝑗 > 𝑠+/ϰ𝑗, нормы sup𝑥𝑗∈ℝ1|𝑓(𝑥)| + sup𝑡∈ℝ∖{0} sup𝑥𝑗∈ℝ1 |𝛿𝑡𝑒𝑗𝑁𝑗 𝑓(𝑥)||𝑡|𝑠(𝑥)/ϰ𝑗   эквивалентны [3, с. 243; 9]. 

Тогда норма (4) эквивалентна норме   ‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)″ = ‖𝑓‖𝐿∞ + ∑ supℎ𝑗∈ℝ1∖{0}𝑛𝑗=1 sup𝑥∈ℝ𝑛 |𝛿ℎ𝑗𝑒𝑗𝑁𝑗 𝑓(𝑥)||ℎ𝑗|𝑠(𝑥)/ϰ𝑗 , где нату-

ральные числа 𝑁𝑗 > 𝑠+/ϰ𝑗 для всех 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛}. 
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Анизотропные пространства Гёльдера – Зигмунда 𝚲𝛞𝒔(⋅)(ℝ𝒏) 
 

Для того чтобы построить анизотропное пространство Гёльдера – Зигмунда с показателем 
гладкости, возможно, принимающим отрицательные значения, нам потребуется разбиение еди-
ницы Литлвуда – Пэли, модифицированное для анизотропного случая [13, с. 241]. Пусть функ-
ция λ0 ∈ 𝐶0∞(ℝ𝑛), причем λ0(ξ) = 1 при |ξ|ϰ ≤ 1 и λ0(ξ) = 0 при |ξ|ϰ ≥ 2. Если  λ(ξ) = λ0(ξ) − λ0(2ϰξ), то по определению λ𝑗(ξ) = λ(2−𝑗ϰξ) при 𝑗 ∈ ℕ. Тогда ∑ λ𝑗𝑗∈ℤ+ (ξ) = 1. 

Очевидно, что для носителей функций λ (с индексами и без) справедливы соотношения 
supp λ0 ⊂ {ξ ∈ ℝ𝑛 | |ξ|ϰ ≤ 2}, supp λ ⊂ {ξ ∈ ℝ𝑛  | 1/2 ≤ |ξ|ϰ ≤ 2} и, следовательно,  
supp λ𝑗 ⊂ {ξ ∈ ℝ𝑛 ∣ 2𝑗−1 ≤ |ξ|ϰ ≤ 2𝑗+1}  при 𝑗 ∈ ℕ. Любая функция μ ∈ 𝐶0∞(ℝ𝑛) порождает сгла-
живающий псевдодифференциальный оператор μ(𝐷), действующий на функцию 𝑓 ∈ 𝒮(ℝ𝑛) по 

правилу μ(𝐷)𝑓(𝑥) = ∫ μ(ξ)𝑓(ξ)𝑒2𝜋𝑖𝑥⋅ξ 𝑑ξ = (μ(ξ)𝑓(ξ))∨
, который продолжается до оператора из 𝒮′(ℝ𝑛) в 𝐶∞(ℝ𝑛). Ядро 𝒦(𝑧) = ∫ μ(ξ)𝑒2𝜋𝑖𝑧⋅ξ 𝑑ξ = μ∨(𝑧) псевдодифференциального оператора μ(𝐷) принадлежит 𝒮(ℝ𝑛) и позволяет записать оператор μ(𝐷) в виде свертки  μ(𝐷)𝑓(𝑥) = ∫ 𝒦(𝑥 − 𝑧)𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 𝒦 ∗ 𝑓(𝑥). 

Определение 2.  Пространство Λϰ𝑠(⋅) = Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) с переменным показателем гладкости 𝑠 и век-
тором анизотропности ϰ состоит из всех распределений 𝑓 ∈ 𝒮′(ℝ𝑛), для которых конечна норма ‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅) = sup𝑗∈ℤ+‖2𝑗𝑠(𝑥)λ𝑗(𝐷)𝑓‖𝐿∞ < ∞. 

Непосредственно из определения следует, что если 𝑠1(𝑥) ≤ 𝑠2(𝑥) для всех 𝑥 ∈ ℝ𝑛, то имеет 
место непрерывное вложение Λϰ𝑠2(⋅)(ℝ𝑛) ⊂ Λϰ𝑠1(⋅)(ℝ𝑛).  

 

Эквивалентность норм 
 

Лемма.  Для любой функции 𝑘 ∈ 𝒮(ℝ𝑛) sup𝑗∈ℤ+ sup𝑥∈ℝ𝑛 ∫ 2𝑗(𝑠(𝑥+𝑦)−𝑠(𝑥)+𝑛)|𝑘(2𝑗ϰ𝑦)| 𝑑𝑦 = 𝐶 < ∞.               (5) 

Доказательство. Так как функция 𝑠 является ограниченной на ℝ𝑛 и 𝑘 ∈ 𝑆(ℝ𝑛), то для любого  𝑗  sup𝑥∈ℝ𝑛∫ 2𝑗(𝑠(𝑥+𝑦)−𝑠(𝑥)+𝑛)|𝑘(2𝑗ϰ𝑦)| 𝑑𝑦 < ∞. 
Для каждого 𝑗 разобьем ℝ𝑛 на два множества 𝒳𝑗 = {𝑦 ∈ ℝ𝑛 ∣ |𝑦|ϰ < 2−𝑗/2} и 

 𝒴𝑗 = {𝑦 ∈ ℝ𝑛 ∣ |𝑦|ϰ ≥ 2−𝑗/2}. На множестве 𝒳𝑗 в силу неравенства (1) имеем 

 𝑗|𝑠(𝑥 + 𝑦) − 𝑠(𝑥)| ≤ 2𝐶𝑠. Тогда ∫ 2𝑗(𝑠(𝑥+𝑦)−𝑠(𝑥)+𝑛)𝒳𝑗 |𝑘(2𝑗ϰ𝑦)| 𝑑𝑦 ≤ 22𝐶𝑠‖𝑘‖𝐿1 .                  (6) 

Так как 𝑘 ∈ 𝒮(ℝ𝑛), то для любого 𝑀 > 0 существует 𝐶𝑀 > 0, что  |𝑘(𝑧)| ≤ 𝐶𝑀|𝑧|ϰ−𝑀  для всех 𝑧 ∈ ℝ𝑛. Выберем 𝑀 ≥ 2𝑠Δ + 𝑛 + 1, тогда на множестве 𝒴𝑗 

  ∫ 2𝑗(𝑠(𝑥+𝑦)−𝑠(𝑥)+𝑛)𝒴𝑗 |𝑘(2𝑗ϰ𝑦)| 𝑑𝑦  ≤ 𝐶𝑀2𝑗(𝑠Δ+𝑛) ∫ |𝒴𝑗 2𝑗ϰ𝑦|ϰ−𝑀  𝑑𝑦 = 𝐶𝑀2𝑗(𝑠Δ+𝑛−𝑀) ∫ |𝑦|ϰ−𝑀𝒴𝑗  𝑑𝑦. 

После замены переменных 𝑟 = |𝑦|ϰ  получим ∫ 2𝑗(𝑠(𝑥+𝑦)−𝑠(𝑥)+𝑛)𝒴𝑗 |𝑘(2𝑗ϰ𝑦)| 𝑑𝑦 ≤ 𝐶 2𝑗(𝑠Δ+𝑛−𝑀) ∫ 𝑟−𝑀+𝑛−1∞2−𝑗2  𝑑𝑦  =         (7) 

= 𝐶′2𝑗(𝑠Δ+𝑛−𝑀)(𝑀−𝑛)−12−𝑗(𝑛−𝑀)2 = 𝐶″2𝑗(𝑠Δ−(𝑀−𝑛)2 ) < 𝐶″ < ∞.              

Неравенства (6) и (7) вместе дают неравенство (5) с константой 𝐶 = 22𝐶𝑠‖𝑘‖𝐿1 + 𝐶″. 

Из доказательства видно, что из условия леммы можно убрать требование дифференцируемо-
сти функции 𝑘, достаточно ее интегрируемости и используемой оценки на убывание. 

Теорема 1.  Пусть 𝑠(𝑥) ≥ 𝑠− > 0. Для любых натуральных чисел 𝑁𝑗 > 𝑠+/ϰ𝑗,  𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛}, существует константа 𝐶 = 𝐶(λ, ϰ, 𝑠, 𝑁𝑗), такая, что для любой функции 

 𝑓 ∈ 𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) справедлива оценка ‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛)″  и, следовательно,  𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) ⊂ Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛). 
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Доказательство. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) конечны нормы 

 ‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛)″ ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) < ∞. Достаточно доказать, что для любого 𝑗 ∈ ℤ+ имеет место 

оценка ‖2𝑗𝑠(⋅)𝜆𝑗(𝐷)𝑓‖𝐿∞(ℝ𝑛) ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛)″   с независящей от 𝑗 и 𝑓 постоянной 𝐶. При 𝑗 = 0 

легко видеть, что   ‖𝜆0(𝐷)𝑓‖𝐿∞(ℝ𝑛) = ‖𝒦0 ∗ 𝑓‖𝐿∞(ℝ𝑛) ≤ ‖𝒦0‖𝐿1(ℝ𝑛)‖𝑓‖𝐿∞(ℝ𝑛) ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛)″ . 
Пусть 𝑗 > 0. На множестве {ξ ∈ ℝ𝑛 |  1/2 ≤ |ξ|ϰ ≤ 2} (где находится носитель функции λ(ξ)) 

построим конечное покрытие открытыми множествами и соответствующее бесконечно диффе-
ренцируемое разбиение единицы ν𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, такие, что каждое множество покрытия c носи-
телем функции ν𝑚 находится во множестве {ξ ∈ ℝ𝑛 ∣ 14ϰ𝑚√𝑛 ≤ |ξ𝑚|},   𝑚 ∈ {1,2, … , 𝑛}. 

Если ввести функции λ(𝑚)(ξ) = λ(ξ)ν𝑚(ξ), получим λ = ∑ λ(𝑚)𝑛𝑚=1 . Далее понадобятся век-
торы ℎ𝑗,𝑚 = 𝑡𝑗,𝑚𝑒𝑚 с одной (𝑚-й) ненулевой компонентой, равной 𝑡𝑗,𝑚 = 2(−𝑗−3)ϰ𝑚, 

 𝑗 ∈ ℤ+, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛. Для векторов ℎ𝑗,𝑚 справедливо равенство 8−𝑠(𝑦)|ℎ𝑗,𝑚|ϰ−𝑠(𝑦)
= = 8−𝑠(𝑦)|𝑡𝑗,𝑚|−𝑠(𝑦) ϰ𝑚⁄ = 2𝑗𝑠(𝑦). Тогда для заданной функции 𝑓 ∈ 𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) получим λ𝑗(𝑚)(𝐷)𝑓 = (λ(𝑚)(2−𝑗ϰξ)(𝑒2𝜋𝑖ξ𝑚𝑡𝑗,𝑚 − 1)−𝑁𝑚(𝑒2𝜋𝑖ξ𝑚𝑡𝑗,𝑚 − 1)𝑁𝑚𝑓(ξ))∨

. 

Применение хорошо известной формулы  δℎ𝑘𝑓 ̂(ξ) = (𝑒2𝜋𝑖ξ⋅ℎ − 1)𝑘𝑓 (ξ)  дает следующее ра-
венство:  

   λ𝑗(𝑚)(𝐷)𝑓 = (λ(𝑚)(2−𝑗ϰξ) (𝑒2𝜋𝑖2−𝑗ϰ𝑚ξ𝑚8−ϰ𝑚 − 1)−𝑁𝑚 𝛿ℎ𝑗,𝑚𝑁𝑚 𝑓̂(ξ))∨.  
Рассмотрим функцию ζ(𝑚)(ξ) = λ(𝑚)(ξ)(𝑒2𝜋𝑖ξ𝑚8−ϰ𝑚 − 1)−𝑁𝑚. Если ξ ∈ supp λ(𝑚), то по опре-

делению этой функции имеют место неравенства 14ϰ𝑚√𝑛 ≤ |ξ𝑚| ≤ 2ϰ𝑚 ⇔ 132ϰ𝑚√𝑛 ≤ |ξ𝑚8−ϰ𝑚| ≤ 4−ϰ𝑚 .  
Поэтому 0 < |ξ𝑚8−ϰ𝑚| < 1 и тогда 𝑒2𝜋𝑖ξ𝑚8−ϰ𝑚 − 1 ≠ 0. Значит, функция ζ(𝑚) ∈ 𝐶0∞(ℝ𝑛). Если 

ввести функцию ζ𝑗(𝑚)(ξ) = ζ(𝑚)(2−𝑗ϰξ) ∈ 𝐶0∞(ℝ𝑛), получим равенство λ𝑗(𝑚)(𝐷)𝑓 =  

 = ζ𝑗(𝑚)(𝐷)δℎ𝑗,𝑚𝑁𝑚 𝑓 = 𝒯𝑗(𝑚) ∗ δℎ𝑗,𝑚𝑁𝑚 𝑓, где ядро 𝒯𝑗(𝑚)
 оператора ζ𝑗(𝑚)(𝐷) принадлежит пространству 𝒮(ℝ𝑛). Отсюда, умножая левую и правую части предыдущего равенства на 2𝑗𝑠(𝑥), получим |2𝑗𝑠(𝑥)λ𝑗(𝑚)(𝐷)𝑓(𝑥)| = |2𝑗𝑠(𝑥) ∫ 𝒯𝑗(𝑚)(𝑥 − 𝑦)δℎ𝑗,𝑚𝑁𝑚 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 | =  = |∫ 𝒯𝑗(𝑚)(𝑥 − 𝑦)2𝑗(𝑠(𝑥)−𝑠(𝑦))2𝑗𝑠(𝑦)δℎ𝑗,𝑚𝑁𝑚 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 | ≤  ≤ ∫ |𝒯𝑗(𝑚)(𝑥 − 𝑦)| 2𝑗(𝑠(𝑥)−𝑠(𝑦))8−𝑠(𝑦)|ℎ𝑗,𝑚|−𝑠(𝑦) ϰ𝑚⁄ |δℎ𝑗,𝑚𝑁𝑚 𝑓(𝑦)|  𝑑𝑦 ≤  ≤  𝐶‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛)′ ∫ |𝒯𝑗(𝑚)(𝑧)| 2𝑗(𝑠(𝑥)−𝑠(𝑥−𝑧)) 𝑑𝑧.  

По лемме  последний интеграл ограничен по 𝑗 и 𝑥, следовательно, 
 |2𝑗𝑠(𝑥)λ𝑗(𝑚)(𝐷)𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛)″ . 
Так как  |2𝑗𝑠(𝑥) λ𝑗(𝐷)𝑓(𝑥)| = |2𝑗𝑠(𝑥) ∑ λ𝑗(𝑚) (𝐷)𝑓(𝑥)𝑛𝑚=1 | ≤ ∑ |2𝑗𝑠(𝑥)λ𝑗(𝑚) (𝐷)𝑓(𝑥)|𝑛𝑚=1 ≤ 𝐶‖𝑓‖ 𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛)″  с 

независящей от 𝑥, 𝑗 и 𝑓 постоянной 𝐶, то окончательно получим требуемое неравенство 

 ∥⋅∥Λϰ𝑠(⋅)≤ 𝐶 ∥⋅∥𝐶ϰ𝑠(⋅)″ . Простым следствием этого неравенства является ∥⋅∥Λϰ𝑠(⋅)≤ 𝐶 ∥⋅∥𝐶ϰ𝑠(⋅)(𝑁)
 и, в част-

ности, ∥⋅∥Λϰ𝑠(⋅)≤ 𝐶 ∥⋅∥𝐶ϰ𝑠(⋅), откуда следует 𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) ⊂ Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛).  

Теорема 2.  Пусть 𝑠(𝑥) ≥ 𝑠− > 0. Существует постоянная 𝐶 > 0, такая, что для любого рас-
пределения 𝑓 ∈ Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) верно неравенство  ‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅) ≤ 𝐶 ‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅) и, следовательно, имеет место 

непрерывное вложение Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) ⊂ 𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛). 
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Доказательство. Достаточно доказать справедливость неравенства для норм. Из того, что 

 𝑓 ∈ Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛), получаем неравенство ‖λ𝑗(𝐷)𝑓‖𝐿∞ ≤ 2−𝑗𝑠−‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅). 
Пусть ψ𝑗 = λ𝑗−1 + λ𝑗 + λ𝑗+1 (где λ−1 = 0). Так как ψ𝑗(ξ)λ𝑗(ξ) = λ𝑗(ξ) для любого 𝑗, то для каж-

дого распределения 𝑓 ∈ 𝒮′(ℝ𝑛) имеет место следующее равенство: 𝑓 = ∑ ψ𝑗∞𝑗=0 (𝐷)λ𝑗(𝐷)𝑓,                       (8) 

причем последний ряд сходится в 𝒮′(ℝ𝑛). Формулу (8) можно записать в виде 𝑓 = ∑ 𝒯𝑗∞𝑗=0 ∗ λ𝑗(𝐷)𝑓,                       (9) 

где  𝒯𝑗 = 𝒦𝑗−1 + 𝒦𝑗 + 𝒦𝑗+1 – ядро интегрального оператора ψ𝑗(𝐷). Пусть теперь 𝑓 ∈ Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛), 

тогда для любого мультииндекса α ∈ ℤ+𝑛  ‖∂α(ψ𝑗(𝐷)λ𝑗(𝐷)𝑓)‖𝐿∞ ≤ 2𝑗α⋅ϰ‖(∂𝛼𝒯)𝑗‖𝐿1‖λ𝑗(𝐷)𝑓‖𝐿∞ ≤ 𝐶‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅)2𝑗(α⋅ϰ−𝑠−).     (10) 

Если взять такое α, что α ⋅ ϰ < 𝑠− и, в частности, α = 0, то из (10) следует, что ряд в (9) схо-
дится по норме 𝐿∞. Значит, распределение 𝑓 регулярно и совпадает с ограниченной и непрерыв-
ной фунцией (вне множества меры ноль). Попутно из (10) также можно заметить, что с помощью 
умножения распределения 𝑓 на гладкую срезающую функцию, в том случае, когда в точке 𝑥 

средняя гладкость 𝑠(𝑥) > α ⋅ ϰ, функция 𝑓 в этой точке 𝑥 имеет непрерывную анизотропную про-
изводную порядка 𝛼. 

Пусть 𝑁 ≥ [𝑠+/ϰ−] + 1, тогда для любого ℎ ∈ ℝ𝑛, ℎ ≠ 0, |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥)δℎ𝑁𝑓(𝑥) = |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥) ∑ δℎ𝑁∞𝑗=0 𝒯𝑗 ∗ λ𝑗(𝐷)𝑓(𝑥).  
Отсюда ||ℎ|ϰ−𝑠(𝑥)δℎ𝑁𝑓(𝑥)| ≤ |∑ |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥) ∫ δℎ𝑁𝒯𝑗(𝑦)2−𝑗𝑠(𝑥−𝑦)2𝑗𝑠(𝑥−𝑦)λ𝑗(𝐷)𝑓(𝑥 − 𝑦) 𝑑𝑦∞𝑗=0 | ≤  ≤ ‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅) ∑ |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥) ∫|δℎ𝑁𝒯𝑗(𝑦)|2−𝑗𝑠(𝑥−𝑦) 𝑑𝑦∞𝑗=0 .                 (11) 

Так как  δℎ𝑁𝒯𝑗(𝑦) = ∑ 𝐶𝑁𝑚𝑁𝑚=0 (−1)𝑁−𝑚𝒯𝑗(𝑦 + 𝑚ℎ), то, используя неравенство (2) 𝑚 раз, получим |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥) ∫|δℎ𝑁𝒯𝑗(𝑦)|2−𝑗𝑠(𝑥−𝑦) 𝑑𝑦 ≤ 𝐶 ∫ ∑ 𝐶𝑁𝑚𝑁𝑚=0 |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥+𝑚ℎ)|𝒯𝑗(𝑦 + 𝑚ℎ)|2−𝑗𝑠(𝑥−𝑦) 𝑑𝑦 ≤  ≤ 𝐶 ∑ |2𝑗ϰℎ|ϰ−𝑠(𝑥+𝑚ℎ)𝑁𝑚=0 ∫|𝒯𝑗(𝑦)|2𝑗(𝑠(𝑥+𝑚ℎ)−𝑠(𝑥+𝑚ℎ−𝑦))  𝑑𝑦.           (12) 

По лемме  интеграл в (12)  ограничен константой, независящей от 𝑗, 𝑥, 𝑚, ℎ. Значит, при усло-
вии |2𝑗ϰℎ|ϰ ≥ 1 получаем |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥) ∫|δℎ𝑁𝒯𝑗(𝑦)|2−𝑗𝑠(𝑥−𝑦) 𝑑𝑦 ≤ 𝐶|2𝑗ϰℎ|ϰ−𝑠− .               (13) 

С другой стороны, для ядра свертки 𝒯𝑗(𝑥) = 2𝑗𝑛𝒯(2𝑗ϰ𝑥), 𝒯 ∈ 𝒮(ℝ𝑛), 𝑗 ∈ ℕ, используя теорему 
Лагранжа о конечном приращении, теорему Фубини и свойство (2) показателя гладкости 𝑠, получим |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥) ∫|δℎ𝑁𝒯𝑗(𝑦)|2−𝑗𝑠(𝑥−𝑦)𝑑𝑦 ≤  ≤ |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥) ∫ 𝑑𝑦 ∫ … ∫ ∑ |ℎα𝜕α𝒯𝑗(𝑦 + ∑ 𝑡𝑘ℎ𝑁𝑘=1 )||α|=𝑁 2−𝑗𝑠(𝑥−𝑦)𝑑𝑡1010 ≤  ≤ 𝐶|ℎ|ϰ−𝑠(𝑥) ∫ … ∫ ∑ |ℎα|2𝑗α⋅ϰ ∫ 2𝑗𝑛|(𝜕α𝒯)(2𝑗ϰ𝑦)|2−𝑗𝑠(𝑥′−𝑦)𝑑𝑦|α|=𝑁 𝑑𝑡1010 ≤  ≤ 𝐶 ∫ … ∫ |2𝑗ϰℎ|ϰ−𝑠(𝑥′) ∑ |ℎα|2𝑗α⋅ϰ ∫ 2𝑗𝑛|(𝜕α𝒯)(2𝑗ϰ𝑦)|2𝑗𝑠(𝑥′)−𝑗𝑠(𝑥′−𝑦)𝑑𝑦|α|=𝑁 𝑑𝑡1010 ,  

где 𝑑𝑡 = 𝑑𝑡1 … 𝑑𝑡𝑁. Последнее выражение оценивается через 𝐶 ∫ … ∫ |2𝑗ϰℎ|ϰ−𝑠(𝑥′) ∑ |(2𝑗ϰℎ)α||α|=𝑁 𝑑𝑡1010 ≤ 𝐶 sup𝑥′∈ℝ𝑛|2𝑗ϰℎ|ϰ−𝑠(𝑥′) ∑ |2𝑗ϰℎ|ϰα⋅ϰ|α|=𝑁 ,  

где 𝑥′ = 𝑥 + ∑ 𝑡𝑘𝑁𝑘=1 ℎ. Для 𝑗 = 0 нужно провести те же выкладки с заменой функции 𝒯 функцией 𝒯0. Тогда при |2𝑗ϰℎ|ϰ < 1 имеем |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥) ∫|δℎ𝑁𝒯𝑗(𝑦)|2−𝑗𝑠(𝑥−𝑦) 𝑑𝑦 ≤ 𝐶|2𝑗ϰℎ|ϰ𝑁ϰ−−𝑠+
,             (14) 

где 𝐶 не зависит от ℎ, 𝑥, 𝑗. Пусть целое число 𝑗0 = 𝑗0(ℎ) такое, что 2𝑗0−1|ℎ|ϰ < 1 и 2𝑗0|ℎ|ϰ > 1. 

Из (11) следует, что ‖|ℎ|ϰ−𝑠(⋅)δℎ𝑁𝑓‖𝐿∞ ≤ ‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅)  sup𝑥∈ℝ𝑛  ( ∑ +𝑗0−1𝑗=0 ∑  ∞𝑗=𝑗0 ) |ℎ|ϰ−𝑠(𝑥) ∫|δℎ𝑁𝒯𝑗(𝑦)|2−𝑗𝑠(𝑥−𝑦) 𝑑𝑦.  
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С учетом неравенств (13) и (14) имеем 

 𝐶−1 ‖|ℎ|ϰ−𝑠(⋅)δℎ𝑁𝑓‖𝐿∞ ≤ ‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅) (∑ |2𝑗ϰℎ|ϰγ𝑗0−1𝑗=0 + ∑ |2𝑗ϰℎ|ϰ−𝑠−∞𝑗=𝑗0 ), где γ = 𝑁ϰ− − 𝑠+ > 0 с учетом 

выбора числа 𝑁. Суммы нетрудно оценить. Получаем 

 ‖|ℎ|ϰ−𝑠(⋅)δℎ𝑁𝑓‖𝐿∞ ≤ 𝐶‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅) ( 2γ2γ−1 + 2𝑠−2𝑠−−1). 
Так как выражение, стоящее справа в неравенстве, не зависит от ℎ, то  

 supℎ≠0 ‖|ℎ|ϰ−𝑠(⋅)δℎ𝑁𝑓‖𝐿∞ ≤ 𝐶‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅) . 
Наконец, с учетом (9) и (10) получаем, что существует постоянная 𝐶 > 0, такая, что для лю-

бого распределения 𝑓 ∈ Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) имеет место неравенство ‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅) ≤ 𝐶‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅), откуда следует Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛) ⊂ 𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛).  

Таким образом, в этих двух теоремах при 𝑠− > 0 доказана эквивалентность норм ∥⋅∥𝐶ϰ𝑠(⋅), 
 ∥⋅∥Λϰ𝑠(⋅) и совпадение пространств Λϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛), 𝐶ϰ𝑠(⋅)(ℝ𝑛). Нетрудно видеть, что на самом деле во 
второй теореме доказано чуть больше, а именно справедливо неравенство 

 ‖𝑓‖𝐶ϰ𝑠(⋅)(N) ≤ 𝐶(𝑁)‖𝑓‖Λϰ𝑠(⋅) для 𝑁 ≥ [𝑠+/ϰ−] + 1. Из первой теоремы следует обратное неравенство. 

В итоге все нормы ∥⋅∥𝐶ϰ𝑠(⋅), ∥⋅∥𝐶ϰ𝑠(⋅)′ , ∥⋅∥𝐶ϰ𝑠(⋅)″  эквивалентны при указанных значениях 𝑁 и 𝑁𝑗. 
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Введение 

 

Функционально-градиентные материалы (ФГМ), получившие заметное распространение в 
настоящее время, обладают рядом преимуществ по сравнению с однородными материалами и 
слоистыми композитами при создании элементов конструкций. При изучении волновых про-
цессов в протяженных структурах для их детального анализа часто применяется модель упру-
гого волновода. Протяженные структуры при этом могут иметь как локальные неоднородности, 
обусловленные технологией процесса изготовления (сварные швы, трещины, включения), так и 
некруговую форму поперечного сечения. Модель упругого анизотропного волновода использу-
ется при определении эффективных упругих параметров слоистых структур [1, 2]. Локальная 
неоднородность по осевой координате волновода обычно учитывается асимптотически [3] или 
при помощи гибридных схем [4]. Так, в [3] изучается задача о распространении волн в волно-
воде с круговой трещиной: составляется система гиперсингулярных интегральных уравнений 
относительно функций раскрытия, строится поле перемещений на внешней границе волновода. 
В случае малой трещины учитываются только главные части интегральных операторов, поле 
перемещений строится при помощи теории вычетов с учетом асимптотических формул для 
функций раскрытия. В [4] разрабатываются гибридные численно-аналитические подходы для 
моделирования процесса возбуждения, распространения и дифракции бегущих волн в структу-
рах с локальными неоднородностями, основанные на сопряжении численного решения в ло-
кальной окрестности неоднородности и/или источника с явным аналитическим представлением 
полей в полубесконечной внешней области. 

Исследование волновых полей при наличии неоднородности регулярных волноводов в по-
перечном сечении приводит к двумерной спектральной задаче с переменными коэффициентами 
на сечении волновода [5]. Общие закономерности распространения волн и структуры диспер-
сионного множества подробно изучены для полосы и цилиндрических волноводов с канониче-
ской круговой формой поперечного сечения: волны в упругой неоднородной анизотропной по-
лосе – в [6], в цилиндре с кольцевым сечением при учете радиальной неоднородности – в [7, 8]. 
В [9, 10] рассмотрены задачи о колебаниях погруженного во внешнюю среду волновода с про-
извольным поперечным сечением. Задача на поперечном сечении решается при помощи метода 
конечных элементов (МКЭ), а влияние внешней среды учитывается модифицированными гра-
ничными условиями [9] и идеально согласованными слоями (PML) [10]. В [11] при расчёте 
дисперсионных кривых для вязкоупругого волновода, погруженного в невязкую жидкость, 
предложена гибридная схема: твердотельная часть смоделирована при помощи МКЭ, жидкая 
среда – методом граничных элементов. 

Для моделирования затухания в протяженных структурах используется модель вязкоупругого 
волновода. В [12] рассмотрена задача о волнах в бесконечном сплошном круговом цилиндре из 
наследственно-упругого материала, где для описания вязкоупругих свойств применяются инте-
гральные операторы с дробно-экспоненциальным ядром. В [13] в рамках модели Кельвина – 
Фойгта представлено решение динамической задачи для распространения вязкоупругих волн в 
ФГМ-пластинах. Исследовано влияние вязкости на дисперсионные кривые, проиллюстрировано 
действие степенного закона неоднородности. В [14] изучаются волны в полом неоднородном вяз-
коупругом ФГ-цилиндре. Показано, что по сравнению с традиционной вязкоупругой моделью с 
производными целочисленного порядка вязкоупругая модель с производными дробного порядка 
является более адекватной при описании экспериментальных данных. Учтено влияние порядка, а 
также степенной неоднородности и относительной толщины на кривые дисперсии и затухания. 

В настоящей работе рассматриваются свободные колебания неоднородного ортотропного 
регулярного волновода с произвольным поперечным сечением, некоторые математические ас-
пекты [5, 15] квадратичных операторных пучков с параметрами, к которым сводятся соответ-
ствующие краевые задачи, а также развиты асимптотические методы и вычислительные схемы 
анализа структуры дисперсионного множества. 

 

Постановка задачи 

 

Рассмотрим цилиндрический волновод с произвольным поперечным сечением, занимающий 
область    3xV , где  21 , xx  – поперечное сечение с липшицевой границей 

S . Будем считать, что волновод совершает установившиеся колебания по закону  tiexp .  
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Уравнения установившихся колебаний имеют вид 

3,2,1,02
,  iuijij  .                      (1) 

Здесь   – частота колебаний;   – плотность; iu  – амплитуды смещений; ij  – компоненты 
тензора напряжений Коши. Определяющие соотношения для ортотропного материала (обоб-
щенный закон Гука) имеют вид [16] 

 
 
 .

,

,

,

,

,

1,22,16612
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2,33,24423
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3,3232,2221,11222

3,3132,2121,11111

uuC

uuC

uuC

uCuCuC

uCuCuC

uCuCuC
























             (2) 

Упругие параметры ijC , 6,1, ji , являются функциями координат  21, xx . Определяющие 
соотношения для изотропного тела получаются при  2332211  CCC , 

 231312 CCC ,  665544 CCC , где  21,xx ,  21,xx  – параметры Ламе. 
Пусть uSSS   , где uS  – часть жестко защемленной границы; S  – часть границы, сво-

бодная от нагружения. Так как волновод – цилиндрический, то нормаль n к внешней границе 
волновода ортогональна оси волновода (ось волновода совпадает с осью 3x ) и, таким образом, 

03 n . Будем считать, что граничные условия на поверхности волновода представимы в форме 

0,0,0 232131222121122111 



SSS

nnnnnn , 

3,2,1,0  iu
uS

i .                         (3) 

Решение однородной краевой задачи (1)–(3) представим в виде бегущей волны  
(  3exp ikxuu jj  , 3,2,1j ), характеризующейся волновым числом k. Отделяя множитель 

 3exp ikx , запишем уравнения колебаний и определяющие соотношения в виде 

 
 
 1,22,16612

1,315513

2,324423

3332,2231,11333

3232,2221,11222

3132,2121,11111

3
2

332,231,13

2
2

232,221,12

1
2

132,121,11

0

0

0

uuC

uuikC

uuikC

ikuCuCuC

ikuCuCuC

ikuCuCuC

uik

uik

uik














































 . 

Вводим следующие безразмерные параметры и функции: 

















23,13,

23,13,
,,,

1
0

1
01

33
1

22
1

11
ij

iji
SdiuXduXduX

ij

ij

ij



, 

1
03

1
02

1
01

1
0 ,,,    gggCc ijij , 

1
0

22
0

21
3

1
2

1
1 ,~,~,~,    ddxzdxydxxkd , 

где 0  – характерное значение одного из упругих параметров, например 440 maxC


 ; 

BAd
BA


,

max  – характерный размер области  ; 


max0 . Далее символ  ⁓  в безразмер-

ных координатах будет опущен, а обозначения для производных сохранены. 
 

Операторная форма задачи 

 

С учетом введённых безразмерных параметров и функций перепишем задачу в виде опера-
торного уравнения. В качестве вектора неизвестных будем использовать безразмерный вектор 

 TXXX 321 ,,X . Введем матричные операторы и перейдем от скалярной формы к безразмер-
ной векторной. Задача сводится к анализу вещественного операторного пучка с двумя спек-
тральными параметрами: 

  03
2

2
2

10  XIAAA g ,                    (4) 

0
uS

X ,   010 



S

XBB .                     (5) 
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Для ортотропного неоднородного в поперечном сечении волновода введенные выше опера-
торы имеют вид 

j
j

x
сс

сссс
сссс

























 ,

00

0

0

24421551

1661222211222661

1662212126621111

0A , 






















0

00

00

442223551113

244232

155131

1

сссс
сс
сс

A , 








































100

010

001

,

00

00

00

33

44

55

2 IA

с
с

с
,               (6) 























22441155

2222116612122166

1266211222661111

0

00

0

0

nсnс
nсnсnсnс
nсnсnсnс

B , 




















0

00

00

244155

223

113

1

nсnс
nс
nс

B . 

 

Определение дисперсионного множества 

 

Отметим, что однородная задача (4), (5) всегда имеет тривиальное решение. Назовем точкой 
дисперсионного множества такую пару спектральных параметров (κ, γ), при которых эта задача 
имеет нетривиальное решение. В ряде случаев для канонических областей Ω (например, круга) 
и при постоянстве упругих параметров и плотности могут быть записаны явные дисперсионные 
уравнения (через цилиндрические функции [6]), связывающие спектральные параметры. В об-
щем случае будем говорить о неявном соотношении D(κ, γ) = 0, определяющем дисперсионное 
множество. 

Для анализа задачи (4), (5) сначала исследуем случай γ = 0. Можно показать, что существует 
счётное множество точек дисперсионного множества вида  (κ j, 0), соответствующих собствен-
ным частотам краевой задачи на поперечном сечении Ω, именуемых в литературе точками запи-
рания; им соответствуют стоячие волны. С учетом блочной структуры оператора IAA 3

2
0 g  

разделим эту задачу на две подзадачи. Подзадачей 1 будем называть задачу относительно неиз-
вестных Х1, Х2, подзадачей 2 – относительно Х3. Подзадачи описывают различные типы движе-
ния, а точки запирания разделятся, соответственно, на два семейства. Далее будем считать, что 
среди этих точек нет кратных (точки, которые принадлежат двум семействам одновременно). Ис-
ключение составляет точка (0,0), которая принадлежит дисперсионному множеству для волново-
да со свободной границей. В силу аналитичности компонент дисперсионного множества продол-
жением по параметру эти ветви могут быть продлены на бесконечность [6]. Точки дисперсионно-
го множества в совокупности образуют дисперсионные ветви. 

Дисперсионное множество обладает несколькими свойствами симметрии. Так, очевидно, 
что если   0, 11 D , то   0, 11  D . Можно доказать, что   0, 11 D . Это свойство спра-
ведливо для упругих изотропных и ортотропных волноводов. Оно доказывается c учетом 
структуры матричных операторов (6) при получении решений вида  TXXX 321 ,,X , 

 TXXX 321 ,, X . 

Рассмотрим далее некоторые аспекты задачи об отыскании дисперсионных ветвей. Изучим 
возможность численного построения ветвей дисперсионного множества с помощью решения 
задач на сечении при фиксированном значении γ. Кроме того, будем исследовать структуру 
дисперсионных ветвей при помощи построения их асимптотик в окрестности точек запирания. 
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Слабая постановка 

 
Для численной реализации в МКЭ-пакете  FreeFem++  будем использовать слабую поста-

новку задачи. Для ее формулировки скалярно умножим векторное уравнение (4) на пробную 
гладкую вектор-функцию  TYYY 321 ,,Y , удовлетворяющую главным граничным условиям 
задачи 0

uS
Y , и проинтегрируем по области поперечного сечения Ω. Далее для краткости 

записи введем обозначение   dfLf . Используя формулу Грина, приведем эту форму к 
симметричному виду 

  33
2

2
2

10 PgPPPL         
S

dSYSnSnYSnSnYSnSn 0323213122221211122111 , 

где  3132,2121,11111 XсXсXсS  ,    1,22,16612 XXсS  ,   3232,2221,11222 XсXсXсS  ,  

 11,35513 XXсS  ,  22,34423 XXсS  , 

 2,21,11,12,2122,22,2221,11,1110 YXYXсYXсYXсP     2,32,3441,31,3551,22,11,22,166 YXсYXсYYXXс  ,  

       2,2332,2231,1331,1132,3222,3441,3111,3551 YXYXсYXYXсYXYXсYXYXсP  ,  

3333224411552 YXсYXсYXсP  , 3322113 YXYXYXP  . 

 
Асимптотическое разложение по параметру 

 
Уравнения (4) и граничные условия (5) имеют определенную структуру – квадратичную от-

носительно спектральных параметров. Будем аналитически исследовать решение задачи, начи-
ная с рассмотрения случая малого волнового числа γ. 

Решая в общем случае численно краевую задачу при   = 0, находим точки запирания. Для 
некоторой найденной точки  0,0  вводим обозначение 2

00   . Будем отыскивать закон дис-
персии в виде разложения 

 4
4

3
3

2
210

2                      (7) 

Для случая 00   потребуется найти 2 , чтобы описать поведение дисперсионных ветвей 
продольных и крутильных колебаний, и 4  для описания двух ветвей изгибных колебаний. Зада-
ча при 0   имеет четыре нетривиальных решения, отвечающих движению волновода как 

абсолютно твердого тела и порождающих собственные формы:  T0,0,1X ;  T0,1,0X ; 

 Txx 0,, 12X ;   T1,0,0X  (смещения вдоль трех осей и поворот вокруг оси волновода). 
Дальнейший анализ связан с построением жордановых цепочек [5]. Отметим, что подобные 
разложения были ранее построены для полосы [17]. 

Для 00   найдем значения параметра 2 , что позволит построить квадратичные аппрокси-
мации ветвей дисперсионного множества и различать случаи нормальной ( 02  ) и аномальной 
( 02  ) дисперсии. 

Вектор-функцию X  представим в виде разложения )( 22
2

10  о XXXX . Учитывая 
структуру исходного спектрального пучка, сформулируем краевые задачи при одинаковых сте-
пенях  .  

γ0:  003000  XXA g , 00 
uS

X , 000 
S

XB .               (8) 

Задачи при любой другой степени разложения по   можно представить в виде 

jjj g FXXA  300  , 0
uS

jX , 
S

jj 110  XBXB .             (9) 

Для   j = 1, 2, 3, 4  правые части имеют вид 
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 031011 XXAF g , 

 03202131112 XXAXXAF gg   , 

 03313212231213 XXXAXXAF ggg   , 

 03413323222331314 XXXXAXXAF gggg   . 

Все задачи описываются при помощи одинаковых дифференциальных операторов: (8) – од-
нородным оператором ( IAA 300 g ), (9) – неоднородными операторами, где меняются 
только правые части соответствующих операторов. С целью получения условий разрешимости 
приведенных выше неоднородных задач проанализируем соотношение, вытекающее из (8), (9): 

      030003000 ,, XFXXAXXXA jjjjj ggL   ,  j = 1, 2, 3, 4. 

Для вещественной части дисперсионного множества задача также имеет вещественную 
структуру, а значит, можно полагать, что    00 ,, XXXX jj  . Тогда 

      00000 ,,, XFXXAXXA jjjj L  .                (10) 

По построению 0 j  для любого номера j. Воспользуемся соотношениями (10) для нахож-
дения коэффициентов τj , j = 1, 2 …   Эти соотношения будем далее называть условиями раз-
решимости. 

 

Формулы для 21,  

 

В частных случаях соотношение (10) примет вид 

        00310010101001 ,,,, XXXXAXXAXXA gL  ,          (11) 

     01311103202202002 ,, XXXAXXAXAXXA ggL   .        (12) 

Учитывая, что точки запирания не являются кратными точками дисперсионного множества, 
покажем, что 01  . Для этого учтем свойство оператора 1A , которое вытекает из его блочной 

структуры:   0, 001 XXA  для векторов вида  TXX 0,, 02010 X  и  TX030 ,0,0X . 

Выразим 1  из соотношения (11), полагая 01  .   

         10030101001 ,,,
 XXXXAXXA gLL . 

Можно доказать, что 

           dSdSL
SS   001010100010100 ,,,,, XXBXXBXXBXXAXXA .     (13) 

Для оператора 1B  (по структуре совпадает с 1A ) также справедливо аналогичное свойство: 

  0, 001 XXB  для векторов вида  TXX 0,, 02010 X  и  TX030 ,0,0X . 

В частном случае доказано, что 01  . Это означает, что дисперсионные ветви пересекают 

частотную ось под прямым углом (  2
20

2  ). Полученный результат согласуется со 
свойством симметричности дисперсионного множества относительно оси γ = 0. Руководствуясь 
этим свойством, можно показать, что все коэффициенты при нечетных степенях в разложении 
(7) равны нулю ( 031   ). 

Учитывая, что 01  , из соотношения 02   получаем 

               10030020110202002 ,,,,,
 XXXXAXXAXXAXXA gLLL .    (14) 

Числитель представлен разностью двух интегралов. В первом содержится 2X . Выразим его 
через решения 0X , 1X , вводя соотношение, аналогичное (13): 

        dSdSL
SS  020200020200 ,,,, XXBXXBXXAXXA .         (15) 

Так как 000 
S

XB  и 
S

1120 XBXB  , из (15) получаем  

      dSL
S 011020200 ,,, XXBXXAXXA . 

Таким образом, формула (14) преобразуется к виду 

            10030020110112 ,,,,
 XXXXAXXAXXB gLLdS

S
 .        (16) 
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Из (16) для  двух семейств, порожденных подзадачами 1 и 2 соответственно, получаем 

     
     

    12
02

2
013

02213230111313

13202
2
024413101

2
0155

2

















 XXgL
XXсXXс

XXXсXXXс
L ,     (17) 

     
     

   12
033

12203231110313

2
033303212440311155

2

















 XgL
XXсXXс

XсXXсXXс
L .         (18) 

На основе формул (17), (18), квадратичной аппроксимации )( 22
20

2  о  и слабой 
постановки была проведена серия вычислительных экспериментов по построению ветвей дис-
персионного множества и их квадратичных аппроксимаций для круглого, квадратного и тре-
угольного поперечных сечений. Квадратичные аппроксимации оказались достаточно близки к 
«точным» дисперсионным ветвям в диапазоне изменения параметра γ < 0,5. В ряде эксперимен-
тов среди первых 20 дисперсионных ветвей находилась пара ветвей, которые пересекали ось 
γ = 0 практически в одной точке (формально не кратной). Зафиксированы случаи, когда рассто-
яние между ними составляло 001,0 , а также 05,0 : пара дисперсионных ветвей была 
близка к квадратичным аппроксимациям лишь при γ < 0,1. 

Проанализированы свойства оператора А0. Доказана его неотрицательность в общем случае 
и положительная определенность при защемлении части границы в частном. 

             
        















 

 2
221222

2
111211

2
3244

2
3155

2
221112

2
211266

0 ,
XссXссXс

XсXXсXXс
LdXXA . 

К изотропному случаю можно перейти, полагая 21332211 2ggссс  , 1231312 gссс  , 

2665544 gссс  , где 21, gg  – безразмерные параметры Ламе. 

Покажем положительность для векторов вида  TX3,0,0X  (подзадача 2). Общее соотно-

шение преобразуется к виду          0,
2

3244
2

31550   XсXсLdXXA . 

В результате получаем, что оператор является положительным в случае наличия защемлен-
ной части границы (неотрицательность интеграла обеспечивается неотрицательностью подын-
тегрального выражения (поскольку 0,0 5544  сс ), а условие   0,0  dXXA  выполнено 
только при Х = 0 за счет граничных условий). Положительная определенность показана ниже, 
где использовано неравенство Фридрихса [18]:  

        232
0

2
32

2
310 , XL

d

c
XXcLd   XXA ,      

   









44

,
55

,
min,minmin ссс
yxyx

. 

Неотрицательность оператора для подзадачи 1 при защемленной границе (или ее части) не-
трудно доказать, если преобразовать подынтегральное выражение 

              22222221112
2

1111
2

2112660 2, XсXXсXсXXс  XXA . 

Первое слагаемое неотрицательно ( 066 с ) и обращается в нуль при     02112  XX . 

Квадратичная форма       22222221112
2

1111 2 XсXXсXс   является положительно опреде-

ленной в силу положительной определенности тензора упругих постоянных ( 02
122211 ссс ), 

поэтому обращается в нуль только при 0022011  XX . Таким образом неотрицательность 
подынтегрального выражения обеспечена. Полагая   0,0  dXXA , получаем решения, 
описывающие поворот и движение как твердого целого, но в силу закрепления части границы 
Х = 0. 

Отметим, что положительная определенность оператора А0 приводит к положительности 
наименьшего его собственного значения, что соответствует частоте отсечки [6]. 
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Вычислительный эксперимент 

 

Проведена серия вычислительных экспериментов по численному (МКЭ) построению дис-
персионных ветвей и их квадратичных приближений. Вычислительный алгоритм на основе 
слабой постановки и пакета FreeFem++ позволил провести расчеты как для различных форм 
поперечного сечения, так и для различных законов неоднородности. 

Далее приводятся результаты для волновода с треугольным поперечным сечением единич-
ной площади. Основание 2a  жестко защемлено, боковые стороны 210 cb  свободны 
от нагрузок. 

На рис. 1 изображены несколько первых ветвей дисперсионного множества для изотропного 
однородного волновода с треугольным сечением ( 1,5,1 21  gg ). Здесь и всюду далее 13 g ; 

результаты МКЭ-расчетов обозначены кружочками, квадратичные приближения дисперсион-
ных ветвей – пунктирной линией, если ветвь порождена подзадачей 2, и сплошной, если подза-
дачей 1. На четвертой ветви (отмечена точка запирания) присутствует участок аномальной дис-
персии, который проявляется отрицательным значением параметра 2 . 

 

 

Рис. 1. Изотропный однородный волновод / Fig. 1. Isotropic homogeneous waveguide 
 

Для моделирования неоднородности далее введем функцию неоднородности 
   221, yxyxE  . Пусть  yxEg ,5,11  ,   yxEg ,2  . 

На рис. 2 показаны первые несколько ветвей дисперсионного множества для изотропного 
неоднородного волновода. Четвертая и восьмая ветви проявляют аномальную дисперсию, при-
надлежат разным семействам. Далее рассмотрим ортотропный волновод из барита [19]. Расче-
ты осуществлены при следующих безразмерных параметрах: 52,711 c ; 67,622 c ; 87,833 c ; 

00,144 c ; 38,255 c ; 18,266 c ; 08,412 c ; 30,213 c ; 47,223 c . 
 

 
 

Рис. 2. Изотропный неоднородный волновод / Fig. 2. Isotropic inhomogeneous waveguide 
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На рис. 3 приведены первые несколько ветвей дисперсионного множества для ортотропного 
однородного волновода из барита. Третья ветвь дисперсионного множества проявляет ано-
мальную дисперсию. Наблюдается сближение ветвей с номерами 6, 7 и 8. 

Умножим каждую компоненту безразмерного тензора упругих модулей на введенную ранее 
функцию координат  yxE , . Получаем неоднородный ортотропный материал, для которого 
произведены расчеты. 

 
 

Рис. 3. Ортотропный однородный волновод / Fig. 3. Orthotropic homogeneous waveguide 

 

На рис. 4 построены первые несколько ветвей дисперсионного множества для ортотропного 
неоднородного волновода. В неоднородном случае по сравнению с однородным наблюдается 
сближение ветвей 1 и 2, 3 и 4, а среди ветвей 6–8 только 6 и 7 остались сближены. При этом 
квадратичные аппроксимации хорошо работают лишь в малой окрестности частотной оси, од-
нако позволяют правильно различить участки с нормальной и аномальной дисперсией. 

 

 
 

Рис. 4. Ортотропный неоднородный волновод / Fig. 4. Orthotropic inhomogeneous waveguide 

 

Заключение 

 

Отметим, что ветви двух семейств не являются строго чередующимися в рассмотренных 
случаях. Номер ветви с аномальной дисперсией может быть различным в зависимости от функ-
ции неоднородности. Квадратичные асимптотики достаточно хорошо описывают дисперсион-
ные ветви, если частоты запирания не являются сильно сближенными.  
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Аннотация. Сформулированы условия непрерывности классических операторов, действующих меж-
ду проективными (индуктивными) пределами последовательностей квазибанаховых пространств функ-
ций, голоморфных в области комплексной плоскости. Получены абстрактные критерии непрерывности 
произвольного линейного оператора на проективном (индуктивном) пределе последовательности произ-
вольных квазибанаховых пространств, формулируемые в терминах норм дельта-функций. Указанные 
результаты применены к оператору весовой композиции и его частным случаям: оператору умноже-
ния, его композиции с оператором дифференцирования и оператору обычной композиции. В качестве 
приложений получены критерии непрерывности упомянутых операторов в конкретных весовых про-
странствах с интегральными нормами. А именно установлены критерии непрерывности оператора 
весовой композиции в проективных (индуктивных) пределах последовательностей весовых пространств 
Бергмана, Дирихле, Харди и Дирихле – Харди (derivative Hardy spaces).  

 

Ключевые слова: весовые пространства голоморфных функций, оператор весовой композиции, проек-
тивный (индуктивный) предел последовательности квазибанаховых пространств, пространства Бергма-
на, пространства Харди 
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Abstract. We establish some conditions under which some classical operators acting between countable pro-

jective (inductive) limits of weighted quasi-Banach spaces of functions holomorphic in a plain domain are con-
tinuous. It is obtained abstract criteria for the continuity of a linear operator on projective (inductive) limits of 
an arbitrary sequence of quasi-Banach spaces of holomorphic functions which are stated in terms of delta-
functions. The above results are applied to the weighted composition operator (including multiplication and 
usual composition ones). As a consequence, we obtain criteria of the continuity of the above-mentioned opera-
tors on certain weighted spaces with integral norms. Namely, we state some criteria for the continuity of 
weighted composition operators acting from projective (inductive) limits of weighted Bergman, Hardy, Dirichlet 
spaces and derivative Hardy spaces. 

                                                 
© Кораблина Ю.В., 2024 



ISSN 1026-2237   ИЗВЕСТИЯ ВУЗОВ. СЕВЕРО-КАВКАЗСКИЙ  РЕГИОН. ЕСТЕСТВЕННЫЕ НАУКИ.                              2024.  № 4-1 

ISSN 1026-2237   BULLETIN OF HIGHER EDUCATIONAL INSTITUTIONS. NORTH CAUCASUS REGION. NATURAL SCIENCE. 2024. No. 4-1 

 

 ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ                   25 

Keywords: weighted spaces of holomorphic functions, weighted composition operator, projective (inductive) 
limits of weighted Banach spaces of holomorphic functions, Bergman spaces, Hardy spaces 

 
For citation: Korablina Yu.V. Continuity of Linear Operators in Projective and Inductive Limits of Se-

quences of Quasi-Banach Spaces of Holomorphic Function. Bulletin of Higher Educational Institutions. North 
Caucasus Region. Natural Science. 2024;(4-1):24-30. (In Russ.). 

 
This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0 International 

License (CC-BY 4.0).  
 

Введение 

 

Непрерывность различных линейных операторов в весовых пространствах голоморфных 
функций исследовалась многими авторами. При этом подавляющая часть работ посвящена 
операторам, действующим из классических банаховых пространств (Харди, Бергмана, Фока и 
др.) в весовое пространство с sup-нормой [1]. В [2] установлены результаты общего характера 
для абстрактных операторов, определённых на банаховых пространствах голоморфных в еди-
ничном круге функций, подчинённых некоторым естественным ограничениям. В [3, 4] эти ре-
зультаты обобщены и распространены на квазибанаховы пространства голоморфных функций в 
произвольных областях комплексной плоскости. Важные для приложений случаи пространств 
индуктивного и проективного типа рассматривались лишь для конкретных операторов и после-
довательностей банаховых пространств с sup-нормами [5, 6]. 

В настоящей работе общие результаты работ [2–4] распространяются на абстрактные опера-
торы в проективных и индуктивных пределах последовательностей квазибанаховых про-
странств голоморфных функций. В качестве приложений получен ряд результатов для операто-
ров весовой композиции.  

Пусть G  – область в комплексной плоскости ℂ ; )(GH  – пространство всех функций, голо-
морфных в G . По непрерывной функции (весу) ),0(: Gv  определим банахово пространство 

.
)(

|)(|
sup‖‖:)(:)(










 zv

zf
fGHfGH

Gz
vv  

По каждой последовательности 
 1)( nnvV  весов на G , для которой nnn Czvzv  )()(1  на 

G , естественно определить линейное пространство )()( GHGHV
n

vn
  и наделить его тополо-

гией проективного предела последовательности банаховых пространств nv GH
n
))(( . В двой-

ственном случае таких весовых последовательностей 
 1)( nnvV , что nnn Czvzv   )()( 1  на G , 

естественно образовать ),()( GHGH
n

vn
V  наделённое топологией внутреннего индуктивного 

предела последовательности банаховых пространств nv GH
n
))(( . 

Пусть теперь 
1)( nnX  – последовательность квазибанаховых пространств с квазинормами 

z , 

непрерывно вложенных в )(GH , для которых имеет место одно из двух условий: 
1) 1nX  непрерывно вложено в nX  для любого 𝑛 𝜖 ℕ;  

2) nX  непрерывно вложено в 1nX  для любого 𝑛 𝜖 ℕ. 

В первом случае образуем пространство 
n

nXX   и наделим его топологией проективного 

предела. Без ограничения общности считаем, что X плотно в каждом nX . Во втором – 
n

nXX  

с топологией внутреннего индуктивного предела. Ниже через *
nX  обозначаются сопряженные с 

nX  пространства линейных непрерывных функционалов на nX  с сопряжённой нормой *‖‖ n . 

Всюду далее )()(: GHGHT   – линейный непрерывный оператор. Наша цель  – найти кри-
терии непрерывности такого оператора из X  в )(GHV  и из X  в )(GHV . Отметим, что при 
любом Gz   -функция Дирака )(: zffz   и её производная )(: zffz

   являются ли-
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нейными непрерывными функционалами на )(GH . Так как T  – линейный непрерывный опе-
ратор на )(GH , то Tz   и Tz 

  также являются линейными непрерывными функционалами 
на )(GH , тем более на всех nX . 

 

Критерии непрерывности линейных операторов в проективных и индуктивных пределах  
последовательностей квазинормируемых пространств голоморфных функций 

 

Сформулируем общие результаты о непрерывности произвольного линейного оператора, 
действующего из проективных (индуктивных) пределов последовательностей квазибанаховых 
пространств в аналогичные пространства последовательностей весовых банаховых пространств 
с sup-нормами. 

Теорема 1.  Линейный оператор )(: GHVXT   корректно определён и непрерывен тогда 
и только тогда, когда для любого 𝑛 𝜖 ℕ существует такое 𝑚 𝜖 ℕ, что выполнено следующее 
условие: 

.
)(

‖‖
sup

*


 zv

T

n

mz

Gz


                         (1) 

Доказательство. Достаточность. Пусть выполнено условие (1). Из него следует, что   Tz  ϵ 𝑋𝑚∗  для любого Gz  и имеется такое 0nC , что )(‖‖ * zvCT nnmz   при всех Gz . 

Тогда для всех mXx  и Gz  имеем mnn xzvCzTx ‖‖)(|))((|  . Как следствие, получаем, что 

mnv xCTx
n

‖‖‖‖  , т.е. оператор )(: GHXT
nvm   непрерывен. Следовательно, )(: GHXT

nv
  

непрерывен для каждого 𝑛 𝜖 ℕ. Значит, )()( GHVXT   и )(: GHVXT   непрерывен. 
Необходимость. Пусть линейный оператор )(: GHVXT   непрерывен. Тогда для каждого 𝑛 𝜖 ℕ существуют такие  𝑚 𝜖 ℕ и 0C , что справедливо неравенство  

mv xCTx
n

‖‖‖‖   для всех .Xx                     (2) 

Рассмотрим произвольное mXx . Так как X  плотно в mX , то найдётся последовательность 

1)( jjx  функций из X , которая сходится к x  в mX . Заметим, что тогда 

1)( jjx  фундаментальна в 

mX . Отсюда и из неравенства (2) следует, что последовательность 
1)( jjTx  фундаментальна в 

)(GH
nv

. Так как )(GH
nv

 полно, то 
1)( jjTx  сходится к некоторому элементу )(GHy

nv
 . Оста-

ется показать, что Txy  . Так как xx j   в mX  и mX  непрерывно вложено в )(GH , то тем более 
xx j   в )(GH . Отсюда и из непрерывности )()(: GHGHT   следует, что TxTx j   в )(GH . 

Аналогично yTx j   в )(GH . Получаем, что Txy  . Переходя к пределу при j  в неравен-

стве mjvj xCTx
n

‖‖‖‖  , получим mv xCTx
n

‖‖‖‖   для любого mXx . Значит, оператор T  дей-
ствует непрерывно из mX  в )(GH

nv
 и по [3, теорема 1] следует выполнение условия (1). 

Установим теперь аналог теоремы 1 для индуктивных пределов последовательностей (ква-
зи)банаховых пространств голоморфных функций. Для этого нам потребуется  

Лемма. Пусть E  и F  – внутренние индуктивные пределы последовательностей квазибанахо-
вых пространств nnE )(  и nnF )(  соответственно. Линейный оператор FEL :  непрерывен тогда и 
только тогда, когда для любого 𝑛 𝜖 ℕ найдется такое 𝑚 𝜖 ℕ, что оператор mn FEL :  непрерывен. 

Известно, что достаточная часть леммы верна для внутренних индуктивных пределов последо-
вательностей  

nn
E  и  

nn
F  любых топологических векторных пространств, а необходимая – при 

условии, что nE  и nF  – пространства Фреше и, в частности, банаховы пространства [7, с. 206]. Как 
отмечено в [7], доказательство последней опирается на теорему 6.5.1 из [8], которая верна для 
класса полных метризуемых топологических векторных пространств. Поскольку всякое квазиба-
нахово пространство относится к указанному классу, доказательство необходимости в лемме 
проводится точно так же, как и в случае пространств Фреше. Поэтому мы его опускаем.  
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Теорема 2.  Линейный оператор )(: GHT VX  корректно определён и непрерывен тогда 
и только тогда, когда для каждого 𝑛 𝜖 ℕ существует такое 𝑚 𝜖 ℕ, что выполнено следующее 
условие: 


 )(

‖‖
sup

*

zv

T

m

nz

Gz


.                         (3) 

Доказательство. Достаточность. Пусть выполнено условие (3). Из него следует, что   Tz  ϵ *
nX  для любого Gz  и имеется такое 0C , что )(‖‖ * zvCT mnz   при всех Gz . 

Тогда для всех nXx  и Gz  имеем nm xzvCzTx ‖‖)(|))((|  . Отсюда получаем, что 

nv xCTx
m

‖‖‖‖  , т.е. оператор )(: GHXT
mvn   непрерывен. Следовательно, оператор 

)(: GHXT n V  непрерывен. По критерию непрерывности линейного оператора на индуктив-
ном пределе следует, что )(: GHT VX  непрерывен. 

Необходимость. Пусть линейный оператор )(: GHT VX  корректно определён и непреры-
вен. Из леммы следует, что для любого 𝑛 𝜖 ℕ существует такое 𝑚 𝜖 ℕ, что оператор 

)(: GHXT
mvn   непрерывен. Тогда по [3, теорема 1] выполняется условие (3). 

 

Критерии непрерывности оператора весовой композиции в проективных и индуктивных  
пределах последовательностей квазинормируемых пространств голоморфных функций 

 

Применим теоремы 1 и 2 к оператору весовой композиции и его частным случаям. 
Обозначим через )(GS  семейство тех функций )(GH , для которых GG )( . По фик-

сированным функциям )(GHg  и )(GS  определим оператор весовой композиции 
))(()())(( , zfzgzfWg   , )(GHf  , Gz . Этот оператор действует непрерывно из )(GH  в 

)(GH . Положив ,gWT  , получим fzgfT zz )()()(   . Значит, для каждого 𝑛 𝜖 ℕ и Gz  

.‖‖|)(|||sup|)(||)(|sup‖‖ *
)()(

1‖‖
)(

1‖‖

*
nzz

f
z

f
nz zgfzgfzgT

nn

  


  

Теорема 3. Пусть )(GHg , )(GS . Оператор весовой композиции )(:, GHVXWg   

(или )(:, GHWg VX ) корректно определён и непрерывен тогда и только тогда, когда для лю-
бого 𝑛 𝜖 ℕ существует такое 𝑚 𝜖 ℕ, что выполнено следующее условие: 

     


 )(

‖‖|)(|
sup

*
)(

zv

zg

n

mz

Gz


   (или 



 )(

‖‖|)(|
sup

*
)(

zv

zg

m

nz

Gz


).   

Заметим, что если )(GHg  произвольна, а zz )(  в G , то ,gW  превращается в оператор 
умножения на )(zg  и обозначается через gM , т.е. .: fgfM g   Кроме того, его композиция 

с оператором дифференцирования ffD :  определяет оператор ),()())(( zfzgzfDM g
  

для которого ** ‖‖|)(|‖‖ nzngz zgDM    . Применяя теорему 3 к этим частным случаям, полу-
чаем критерии непрерывности. 

Следствие 1. Пусть )(GHg . Оператор )(: GHVXM g   непрерывен тогда и только то-
гда, когда для любого 𝑛 𝜖 ℕ существует такое  𝑚 𝜖 ℕ, что выполнено следующее условие: 

 


 )(

‖‖|)(|
sup

*

zv

zg

n

mz

Gz


 .    

Следствие 2. Пусть )(GHg . Оператор  )(:))(( GHfDM g VX  корректно определён и 
непрерывен тогда и только тогда, когда для каждого 𝑛 𝜖 ℕ существует такое 𝑚 𝜖 ℕ, что выпол-

нено следующее условие:    .
)(

‖‖|)(|
sup

*


 

 zv

zg

m

nz

Gz


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Если 1)( zg  в G , то ,gW  является оператором обычной композиции и обозначается через 

C ; таким образом, ))((: zffC   .    

Следствие 3. Пусть )(GHg , )(GS . Оператор )(: GHVXC    (или )(: GHC VX )  

корректно определён и непрерывен тогда и только тогда, когда для любого 𝑛 𝜖 ℕ существует 

такое  𝑚 𝜖 ℕ, что выполнено следующее условие:  
 )(

‖‖
sup

*
)(

zvn

mz

Gz


   (или 

 )(

‖‖
sup

*
)(

zvm

nz

Gz


).  

Следствие 3 обобщает результаты работ [5, предложение 4.1; 6, предложение 12]. 
 

Применение к конкретным пространствам 
 

Для применения результатов предыдущего раздела к весовым пространствам X  и X  кон-
кретного вида требуется иметь способ для вычисления норм дельта-функций *‖‖ z  и их про-

изводных *‖‖ 
z  на этих пространствах. В связи с этим отметим, что в статьях [2, 9] были при-

ведены известные результаты о величинах *‖‖ z  и *‖‖ 
z  в ряде классических весовых про-

странств голоморфных в единичном круге функций. Рассматривались пространства Бергмана, 
Дирихле, Харди, Дирихле – Харди соответственно: 

    pzdAzzffHfA ppp 0,1,)()||1(|)(|:‖‖:)(: 2 
 D

D , 

    pzdAzzfffHfD pppp 0,1,)()||1(|)(||)0(|:‖‖:)(: 2 
 D

D . 

Здесь и выше )(zdA  – нормализованная мера Лебега в D , т.е. )(
1

)( zdzdA 


 ;  )(zd  – мера 

Лебега в плоскости, 

 




























pp
i

r
H

p dreffHfH p

1
2

010

)(
2

1
sup‖‖: 






D , 

    pfffHfS pp HS

p 0,‖‖|)0(|:‖‖:)(: D . 

При 1p  эти пространства банаховы, а в случае 10  p  – квазибанаховы. 
Как отмечено в [2, 9], нормы дельта-функции и её производной на указанных пространствах 

вычисляются по формулам 

p

Az zp

2

2*
)||1(‖‖








 ,                                       

p

Hz zp
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p
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p
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






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

,1,1

10,)||1(‖‖
1

1
2*

p

pz p

Sz p , 

** ‖‖‖‖ pp DzAz


 
;    

** ‖‖‖‖ pp SzHz  
;     

** ‖‖‖‖ pp AzDz


 
;    

** ‖‖‖‖ pp HzSz  
. 

Образуем индуктивные и проективные пределы последовательностей указанных пространств. 

Пусть 0 . Рассмотрим последовательность np , т.е.  nppp ...21 , n . То-
гда при некоторых 1nC   n

npnp
p

HnH
HffCf  ,‖‖‖‖ 1 , Nn . 

При этом ...21  pp
HH  и, значит, естественно определить индуктивный предел 

).()(}{ DD 
n

pnHH   
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Аналогичным образом вводятся индуктивные пределы последовательностей пространств 
Бергмана, Дирихле и Дирихле – Харди 

n

pnAA 
 }{ , 

n

pnDD 
 }{ , 

n

pnSS }{ . 

Из (5) следует  
Предложение 1. Пусть ( )g H D . Справедливы следующие утверждения: 
(i) Оператор умножения { }: ( )gM A H  DV  непрерывен тогда и только тогда, когда для 

каждого 𝑛 𝜖 ℕ существует такое  𝑚 𝜖 ℕ, что выполнено следующее условие: 
2 1

(1 | |) | ( ) |
sup .

( )

p n

z m

z g z

v z


 



 
 

D

 

(ii) Оператор умножения :gM
{ } ( )D H  DV  непрерывен тогда и только тогда, когда для 

каждого 𝑛 𝜖 ℕ существует такое  𝑚 𝜖 ℕ, что выполнено следующее условие:
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Пусть  0  и  npn ,0  . Тогда при некоторых 1nC  1‖‖‖‖  npnp HnH
fCf , 

1 npHf , Nn . 

При этом ...21  pp
HH  и, значит, естественно определить проективный предел 


n

pnHH )( . 

Аналогичным образом вводятся проективные пределы последовательностей пространств 
Бергмана, Дирихле и Дирихле – Харди    .,, )()()(


n

p

n

p

n

p nnn SSDDAA  





  

Из (4) следует  
Предложение 2. Пусть )(GHg . Справедливы следующие утверждения:  
(i) Оператор ( ): ( )gM D H HV  D  непрерывен тогда и только тогда, когда для каждого 𝑛 𝜖 ℕ существует такое 𝑚 𝜖 ℕ, что выполнено следующее условие: 
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(ii) Оператор ( ): ( )gM D S HV  D  непрерывен тогда и только тогда, когда для каждого 𝑛 𝜖 ℕ существует такое 𝑚 𝜖 ℕ, что выполнено следующее условие: 
1 1

(1 | |) | ( ) |
sup .

( )

p m

z n

z g z

v z
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

 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ЦЕН ОПЦИОНОВ В МОДЕЛИ ХЕСТОНА  
С ПОМОЩЬЮ ИСКУССТВЕННЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ   

 
Олег Евгеньевич Кудрявцев1, Наталья Викторовна Данилова 2  
1, 2 Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону, Россия 
1, 2ООО НПФ «ИнВайз Системс», Ростов-на-Дону, Россия 
1 koe@sfedu.ru 
2nvdanilova@sfedu.ru  
 

Аннотация. Рассматриваются численные методы вычисления цен опционов в модели Хестона. Ос-
новное внимание уделено решению задачи Коши для уравнения с частными производными для цены опци-
она с помощью искусственных нейросетей. Обоснована возможность аппроксимации решения с помощью 
нейросетей прямого распростанения с одним скрытым слоем и сигмоидной функцией активации. Пре-
имуществом предложенного метода является возможность явного вычисления функции потерь при вы-
боре логистической регрессии в качестве функции активации. Функция потерь нейросети учитывает 
ошибки выполнения уравнения для цены опциона и аппроксимации начального условия. Для сравнения ис-
пользуется метод решения краевой задачи, метод Монте-Карло и метод, основанный на рекуррентных 
формулах на бинарном дереве. Вычислительные эксперименты показывают, что даже при умеренном 
количестве нейронов на скрытом слое нейросеть достаточно хорошо аппроксимирует цены европей-
ского опциона «в деньгах». 

 

Ключевые слова: искусственные нейросети, вычислительная финансовая математика, модель Хестона, 
опционы, математическое моделирование, численные методы, стохастическая волатильность 
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Abstract. The article considers numerical methods for pricing options in the Heston model. The main attention 

is paid to solving the Cauchy problem for the partial differential equation for option prices using artificial neural 
networks. The possibility of approximating the solution using feedforward neural networks with one hidden layer 
and sigmoid activation function is substantiated. The advantage of the proposed method is the ability to explicitly 
calculate loss functions when choosing the logistic regression as an activation function. The loss function of neural 
networks tracks errors in the execution of equations for option prices and approximation of initial conditions. For 
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comparison method of solving the boundary value problem, Monte-Carlo method and method based on recurrent 
formulas on a  binary tree are used. Computational experiments show that even with a moderate number of neu-
rons in the hidden mode, the neural network approximates the prices of European in-the-money options quite well. 
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Введение 

 

Первые общие модели со стохастической волатильностью, обобщающие геометрическое 
броуновское движение, появились в конце 80-х гг. ХХ в. [1]. Рассматривая случайную вола-
тильность, можно объяснить эффект «улыбки волатильности», невозможный в классической 
модели Блэка – Шоулза. Вместе с тем инфинитезимальный оператор соответствующего про-
цесса становился уже двумерным. В результате базовые задачи в этих моделях, в частности 

вычисление безарбитражных цен европейских опционов, сводились к численному решению 
трёхмерного уравнения с частными производными, не имеющего явных формул. 

В более поздних работах предлагалось рассматривать модель, в которой базовый актив и 
волатильность не коррелируют, и использовать осреднение классической формулы Блэка – 

Шоулза по траекториям волатильности. Однако отсутствие корреляции не позволяет описать 
важные эффекты асимметрии распределений, наблюдаемые на финансовых рынках. 

Основополагающей в практическом и теоретическом плане можно считать работу [2], в ко-
торой была построена популярная до сих пор модель Хестона (Heston model). В этой модели 
цена базового актива 𝑆𝑡 коррелирует с мгновенной дисперсией 𝑉𝑡 его доходности, которая сле-
дует процессу квадратного корня, предложенному в [3]. 

Рассмотрим стохастический базис ⟨𝛺, (𝐹𝑡)𝑡≥0, 𝐹, 𝐏⟩. Пространство элементарных случайных 
событий 𝛺 – пространство непрерывных на отрезке [0, 𝑇] траекторий; фильтрация (𝐹𝑡)𝑡≥0 наде-
лена набором стандартных свойств; δ-алгебра  𝐹 = 𝐹𝑇 = 𝜎(⋃ 𝐹𝑡𝑡∈[0,𝑇] ).  Основным источником 
случайности принимаем стандартный винеровский процесс, канонически заданный 

 𝑊𝑡(𝜔) = 𝜔(𝑡), более того, будем считать, что данный процесс определяет стохастический ба-
зис в следующем смысле: вероятностная мера 𝑃 является винеровской, фильтрация 

 𝐹𝑡 = 𝜎(𝑊𝑠, 𝑠 ∈ [0, 𝑡] ⋃ 𝑁), где 𝑁 ‒ 𝜎-алгебра, содержащая все множества нулевой меры. 
Рассмотрим базовый процесс 𝑆 cо стохастическим дифференциалом  𝑑𝑆𝑡 = 𝑆𝑡(𝜇𝑆(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑆(𝑡)𝑑𝑊𝑡).                    (1) 

Тогда он будет принимать положительные значения. 
Различные численные методы вычисления цен опционов в модели Хестона разрабатывались 

многими авторами. В частности, в [4] предложена численная реализация явных формул из [2] 
для цен европейских опционов в модели Хестона с помощью интегральных преобразований. 
Метод деревьев для аппроксимации процессов цены базового актива 𝑆𝑡 и мгновенной диспер-
сии 𝑉𝑡 использован в [5] для вычисления цен американских опционов. Гибридный метод, при-
меняющий деревья только для аппроксимации процесса мгновенной дисперсии, построен в [6]. 
Пример применения метода Монте-Карло для оценивания американских опционов можно 
найти в [7]. В [8] построена методология аппроксимации моделей Леви со стохастической во-
латильностью с помощью непрерывных марковских цепей, развивающая идеи [9]. На основе 
указанной методологии в [10] построен численный метод вычисления цен барьерных опционов 
в модели Хестона.  

https://rscf.ru/project/23-21-00474/
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Последние годы в вычислительной математике активно применяются методы машинного 
обучения. Согласно знаменитым результатам А.Н. Колмогорова [11], получившим интерпрета-
цию для нейросетей в теореме Г. Цыбенко [12], любая непрерывная функция на компакте в 𝑅𝑛 

может быть приближена с любой точностью искусственной нейронной сетью прямого распро-
странения с одним скрытым слоем и сигмоидной функцией активации. Теорема Цыбенко и дру-
гие универсальные теоремы аппроксимации обосновывают возможность применения нелиней-
ных функций специального вида (искусственных нейросетей) для получения приближенных ре-
шений задач финансовой математики. 

Целью данной статьи является разработка методики применения нейросетей Цыбенко для ре-
шения задач для дифференциальных уравнений с частными производными, возникающих в фи-
нансовой математике при вычислении цен опционов в модели Хестона. Существующие подходы 
к применению нейросетей различной архитектуры для решения дифференциальных уравнений с 
частными производными рассмотрены в работах [13–15]. Особенностью предлагаемого нами ме-
тода является нахождение в явном виде функции потерь путем дифференцирования нелинейной 
функции, описывающей нейросеть. Такая возможность появляется за счет выбора логистической 
функции в качестве функции активации. Дополнительно для сравнения в качестве альтернатив-
ных численных методов нами разработан метод решения краевой задачи, а также метод Монте-

Карло, использующий дискретную аппроксимацию базового процесса и процесса мгновенной 
дисперсии с помощью бинарных и нормальных случайных величин, и метод на основе рекур-
рентных формул на бинарном дереве. 

 

Модель Хестона 

 

Пусть параметры базового процесса 𝑆 в (1), описывающего динамику стоимости рискового 
актива,  𝜇𝑆(𝑡) = 𝑟, 𝜎𝑆(𝑡) = √𝑉𝑡; 𝑟 ‒ безрисковая процентная ставка; 𝑉𝑡 – процесс вариации (дис-
персии).  Дифференциал процесса банковского счёта 𝑑𝐵𝑡 = 𝑟𝐵𝑡𝑑𝑡.  Согласно формуле Ито [1], 
дифференциал дисконтированного процесса стоимости акции имеет вид 𝑑 𝑆𝑡𝐵𝑡 = 𝑆𝑡𝐵𝑡 √𝑉𝑡𝑑𝑊𝑡 и яв-
ляется мартингалом относительно исходной меры 𝑃. Таким образом, базовый процесс описыва-
ется стохастическим дифференциалом  𝑑𝑆𝑡𝑆𝑡 = 𝑟𝑑𝑡 + √𝑉𝑡𝑑𝑊𝑡. 

Пусть 𝑊 и  𝑊̄ – винеровские процессы с  𝑑𝑊𝑡𝑑𝑊̄𝑡 = 𝜌𝑑𝑡.  Предположим, что процесс ва-
риации описывается стохастическим дифференциальным уравнением 

 𝑑𝑉𝑡 = 𝑘(𝜃 − 𝑉𝑡)𝑑𝑡 + σV√𝑉𝑡𝑑𝑊̄𝑡, где параметры 𝑘 – скорость возврата к среднему; 𝜃 – долгосроч-
ная вариация; σV – волатильность вариации являются положительными константами. 

Введём функцию 𝑈(𝑡, 𝑆𝑡 , 𝑉𝑡), которая выражается через платёжное обязательство 𝑓(𝑆𝑇) со-
гласно формуле 𝑋(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡) = exp(−𝑟(𝑇 − 𝑡)) 𝐸(𝑓(𝑆𝑇)/𝐹𝑡𝑆,𝑉). Тогда 𝑋(0, 𝑆0, 𝑉0) ‒ справедливая 
цена опциона европейского стиля с функцией выплат 𝑓(𝑆). Из формулы Ито следует уравнение  −𝑟𝑈 + 𝑈𝑡′ + 𝑈𝑆′𝑟𝑆 + 𝑈𝑉′ 𝑘(𝜃 − 𝑉) + 12 𝑈𝑆𝑆″ 𝑆2𝑉 + 12 𝑈𝑉𝑉″ σV2𝑉 + 𝑈𝑆𝑉″ 𝑆𝑉σV𝜌 = 0      (2) 

с конечным условием 𝑈(𝑇, 𝑆, 𝑉) = 𝑓(𝑆). В случае опциона call 𝑓(𝑆) = max(𝑆 − 𝐾, 0). 

Перейдем к логарифмической шкале по пространственной переменной и обратному времени: 𝑥 = ln 𝑆 , τ = 𝑇 − 𝑡, 𝑢(τ, 𝑥, 𝑉) = 𝑈(𝑇 − τ, 𝑒𝑥 , 𝑉). Тогда задача Коши для уравнения (2) примет вид 
при τ > 0, V > 0,  𝑥 ∈ 𝐑: −ru − 𝑢τ′ + (𝑟 − 12 V) 𝑢x′ + 𝑘(θ − 𝑉)𝑢𝑉′ + 12 V𝑢𝑥𝑥″ + 12 σV2 V𝑢𝑉𝑉″ + σVρV𝑢𝑥𝑉″ = 0,  

 𝑢(0, 𝑥, 𝑉) = max(𝑒𝑥 − 𝐾, 0). 
Согласно [1], цена европейского опциона вида call должна удовлетворять граничным усло-

виям:  −ru(τ, 𝑥, 0) − 𝑢τ′ (τ, 𝑥, 0) + 𝑟𝑢x′ (τ, 𝑥, 0) + k𝜃𝑢𝑉′ (τ, 𝑥, 0) = 0,           (3) u(τ, 𝑥, 𝑉) = ex, τ > 0, 𝑉 → +∞,                    (4) 𝑢x′ (τ, 𝑥, 𝑉) = ex,   𝑥 → +∞, τ > 0, V > 0,                 (5) u(τ, 0, 𝑉) = 0, τ > 0, 𝑉 > 0.                     (6) 

В соответствии с идеей Хестона [1] представим решение задачи (3)–(6) в виде 
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u(τ, 𝑥, 𝑉) = 𝑒𝑥P(τ, 𝑥, 𝑉) − 𝑒−𝑟τ𝐾𝑄(τ, 𝑥, 𝑉), где 𝑃(τ, 𝑥, 𝑉) и 𝑄(τ, 𝑥, 𝑉) являются решением следую-
щих задач Коши: −𝑃𝜏′ + (𝑟 + 12 𝑉) 𝑃𝑥′ + (𝑘𝜃 − (𝑘 − 𝜎𝑉𝜌)𝑉)𝑃𝑉′ + 12 𝑉𝑃𝑥𝑥″ + 12 𝜎𝑉2𝑉𝑃𝑉𝑉″ + 𝜎𝑉𝜌𝑉𝑃𝑥𝑉″ = 0,    (7) 𝑃(0, 𝑥, 𝑉) = 1x≥ln K ,                           (8) −𝑄𝜏′ + (𝑟 − 12 𝑉) 𝑄𝑥′ + 𝑘(𝜃 − 𝑉)𝑄𝑉′ + 12 𝑉𝑄𝑥𝑥″ + 12 𝜎𝑉2𝑉𝑄𝑉𝑉″ + 𝜎𝑉𝜌𝑉𝑄𝑥𝑉″ = 0,       (9) 𝑄(0, 𝑥, 𝑉) = 1x≥ln K.                       (10) 

 

Искусственная нейросеть для решения уравнения для цены опциона 

 

Для аппроксимации решения задачи (7), (8) локализуем переменные (τ, 𝑥, 𝑉) в области 

 τ ∈ (0, 𝑇), 𝑥 ∈ (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥), 𝑉 ∈ (0, 𝑣𝑚𝑎𝑥). Пусть 𝑛 – количество сгенерированных случайных то-
чек (τ𝑖 , 𝑥𝑖, 𝑉𝑖), равномерно распределенных в области Ω = (0, 𝑇) × (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥) × (0, 𝑣𝑚𝑎𝑥).  

Приблизим решение 𝑃(τ, 𝑥, 𝑉) задачи (7), (8) нейросетью прямого распространения с тремя 
входными нейронами, одним скрытым слоем из 𝑁 нейронов и одним выходным нейроном:  û(τ, 𝑥, 𝑉) = ∑ 𝑤𝑗𝑁𝑗=1 s(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗),               (11) 

где 𝑠(𝑧) = 𝑒𝑧1+𝑒𝑧 – функция активации; веса 𝑤𝑗, α𝑗, β𝑗, γ𝑗, δ𝑗 – действительные числа, 𝑗 = 1, … , 𝑁. 

Обозначим через 𝐿 дифференциальный оператор, действующий на функцию 𝑃(τ, 𝑥, 𝑉) в левой 
части (7). Функцию потерь lossΩ(τ, 𝑥, 𝑉) в точке (τ, 𝑥, 𝑉), характеризующую, насколько близко к 
нулю находится 𝐿û(τ, 𝑥, 𝑉), определим путем явного дифференцирования û(τ, 𝑥, 𝑉) по перемен-
ным τ, 𝑥 и 𝑉 lossΩ(τ𝑖, 𝑥𝑖 , 𝑉𝑖) = (𝐿𝑢̂(τ𝑖, 𝑥𝑖, 𝑉𝑖))2.                  (12) 

В частности,  𝑢̂𝜏′ (𝜏, 𝑥, 𝑉) = ∑ 𝑤𝑗𝛽𝑗𝑠(𝛼𝑗𝑥 + 𝛽𝑗𝜏 + 𝛾𝑗𝑉 + 𝛿𝑗) (1 − 𝑠(𝛼𝑗𝑥 + 𝛽𝑗𝜏 + 𝛾𝑗𝑉 + 𝛿𝑗))𝑁𝑗=1 ,    (13) ûx′ (τ, x, V) = ∑ wjαjs(αjx + βjτ + γjV + δj) (1 − s(αjx + βjτ + γjV + δj))Nj=1 ,     (14) 𝑢̂𝑉′ (𝜏, 𝑥, 𝑉) = ∑ 𝑤𝑗𝛾𝑗𝑠(𝛼𝑗𝑥 + 𝛽𝑗𝜏 + 𝛾𝑗𝑉 + 𝛿𝑗) (1 − 𝑠(𝛼𝑗𝑥 + 𝛽𝑗𝜏 + 𝛾𝑗𝑉 + 𝛿𝑗))𝑁𝑗=1 ,    (15) 𝑢̂𝑥𝑥″ (𝜏, 𝑥, 𝑉) = ∑ wjα𝑗2s(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗) (1 − s(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗))Nj=1 −      −2 ∑ 𝑤𝑗α𝑗2𝑠2(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗) (1 − 𝑠(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗))Nj=1 ,       (16) 𝑢̂𝑉𝑉″ (𝜏, 𝑥, 𝑉) = ∑ wjγ𝑗2s(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗) (1 − s(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗))Nj=1 −      

–2 ∑ 𝑤𝑗γ𝑗2𝑠2(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗) (1 − 𝑠(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗))Nj=1 ,       (17) 𝑢̂𝑥𝑉″ (𝜏, 𝑥, 𝑉) = ∑ wjγ𝑗α𝑗s(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗) (1 − s(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗))Nj=1 −     −2 ∑ 𝑤𝑗γ𝑗α𝑗𝑠2(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗) (1 − 𝑠(α𝑗x + β𝑗τ + γ𝑗V + δ𝑗))Nj=1 .      (18) 

Поскольку теорема Цыбенко сформулирована для непрерывных функций, заменим разрыв-
ную функцию в правой части начального условия (8) на гладкую сигмоидную  𝑠0(𝑧) = 𝑒1000(𝑧−𝑙𝑛 𝐾)1+𝑒1000(𝑧−𝑙𝑛 𝐾). 

Для описания точности аппроксимации нейросетью граничного условия (8) сгенерируем 𝑛𝑥  слу-
чайных точек (0, 𝑦𝑘 , 𝑣𝑘), равномерно распределенных в области Ω0 = (𝑥min, 𝑥max) × (0, 𝑣max), и 
введем соответствующую функцию потерь lossΩ0(𝑦𝑖, 𝑣𝑖): lossΩ0(𝑦𝑘 , 𝑣𝑘) = (û(0, 𝑦𝑘 , 𝑣𝑘) − 𝑠0(𝑦𝑘))2.                (19) 

На основе (12)–(19) окончательно определяем общую функцию потерь по формуле 𝑙𝑜𝑠𝑠 (û; 𝑤𝑗, α𝑗, β𝑗, γ𝑗, δ𝑗)  = 1𝑛 ∑ lossΩ(τ𝑖, 𝑥𝑖, 𝑉𝑖)(τ𝑖,𝑥𝑖,𝑉𝑖)∈Ω + 1𝑛𝑥 ∑ lossΩ0(𝑦𝑘 , 𝑣𝑘)(𝑦𝑘,𝑣𝑘)∈Ω0 . (20) 

Обучение нейросети (11) проводим путем минимизации функции 𝑙𝑜𝑠𝑠 (û; 𝑤𝑗, α𝑗, β𝑗, γ𝑗, δ𝑗) по 
параметрам (𝑤𝑗, α𝑗, β𝑗 , γ𝑗, δ𝑗) методом градиентного спуска. Конструкция нейросети, аппрокси-
мирующей функцию 𝑄(τ, 𝑥, 𝑉), которая решает задачу (9), (10), аналогична схеме (11)–(20). 
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Метод Монте-Карло 
 

В качестве дополнительного построим гибридный метод Монте-Карло. Приведём дискрет-
ную модель, аппроксимирующую модель Хестона: {𝛥𝑆𝑛 = 𝑆𝑛−1(𝑟ℎ + √𝜎𝑉𝑛−1ℎ𝜀𝑛)𝛥𝑉𝑛 = 𝑘(𝜃 − 𝑉𝑛−1)ℎ + 𝜈√𝑉𝑛−1ℎ𝜀𝑛̄  , 𝑛 = 1, . . . , 𝑁.               (21) 

Последовательности (𝜀𝑛)𝑛=1𝑁  и (𝜀𝑛̄)𝑛=1𝑁  состоят из нормально распределённых случайных ве-
личин с 𝐸𝜀𝑛 = 0, 𝐸𝜀𝑛̄ = 0, 𝐸(𝜀𝑛)2 = 1, 𝐸(𝜀𝑛̄)2 = 1,  𝑐𝑜𝑣(𝜀𝑛, 𝜀𝑛̄) = 𝜌. 

Приведём бинарную модель, аппроксимирующую модель (21):  {𝛥𝑆𝑛 = 𝑆𝑛−1√𝑉𝑛−1ℎ𝑌𝑛𝛥𝑉𝑛 = 𝜈√𝑉𝑛−1ℎ𝑌̄𝑛 , 𝑛 = 1, . . . , 𝑁.                  (22) 

Последовательности (𝑌𝑛)𝑛=1𝑁  и (𝑌̄𝑛)𝑛=1𝑁  состоят из независимых бинарных случайных вели-
чин, принимающих значения 1 и –1, вероятности 𝑝𝑛 = 𝑃(𝑌𝑛 = 1) = 12 (1 + 𝑟√ℎ√𝑉𝑛−1), 

 𝑝̄𝑛 = 𝑃(𝑌̄𝑛 = 1) = 12 (1 + 𝑘√ℎ(𝜃−𝑉𝑛−1)𝜎𝑉√𝑉𝑛−1 ),  cov(𝑌𝑛, 𝑌̄𝑛) = 𝜌. 
Справедливая цена опциона 𝑈(0, 𝑆0, 𝑉0) также может быть вычислена с помощью метода 

Монте-Карло. Для дискретной аппроксимации (21) необходимо в каждом эксперименте генери-
ровать случайные величины 𝜀𝑛, 𝜀𝑛̄  согласно следующему правилу: сначала генерируются неза-
висимые, стандартные нормальные случайные величины 𝛿𝑛, 𝛿̄𝑛, затем 𝜀𝑛: = 𝛿𝑛,  

 𝜀𝑛̄: = 𝛿𝑛𝜌 + 𝛿̄𝑛√1 − 𝜌2. Для дискретной аппроксимации (22) необходимо в каждом экспери-
менте генерировать случайные величины 𝑌𝑛, 𝑌̄𝑛  согласно следующему правилу: сначала генери-
руется случайная величина 𝑌𝑛  с вероятностью 𝑝𝑛; если 𝑌𝑛 = 1, то случайная величина 𝑌̄𝑛 гене-
рируется с вероятностью 𝑃(𝑌̄𝑛 = 1/𝑌𝑛 = 1) = 𝜌𝑝𝑛 + 𝑝̄𝑛; если 𝑌𝑛 = −1, то случайная величина 𝑌̄𝑛  

генерируется с вероятностью 𝑃(𝑌̄𝑛 = 1/𝑌𝑛 = −1) = 𝑝̄𝑛 − 𝜌1−𝑝𝑛.  

Отметим, что после применения алгоритма редукции справедливая цена опциона 𝑈(0, 𝑆0, 𝑉0) 

также может быть вычислена с помощью стандартных рекуррентных формул на бинарном дереве. 
 

Вычислительные эксперименты 
 

Пример. Пусть 𝑟 = 0,05,  𝑉0 = 0,05, 𝑆0 = 8, 𝑇 = 1, 𝑘 = 0,05, 𝜃 = 0,05,  σV = 0,05,  

 𝜌 = 0,05. Рассчитать значение справедливой цены европейского опциона  вида call для 

 𝐾 = 3,4,5,6,7,8 с помощью решения краевой задачи, нейросетей и метода Монте-Карло 

 (𝑀 = 1000, 𝑁 = 1000) в случае модели Хестона. Для расчётов на бинарном дереве параметр 𝑁 = 10.  На скрытом слое нейросети мы использовали 60 нейронов, 𝑛 = 5000 и 𝑛𝑥 = 3000. 

В таблице представлены результаты вычислительных экспериментов с помощью различных 
численных методов, которые приводят к близким результатам. Увеличивая количество нейронов 
на скрытом слое и количество эпох обучения, можно улучшать точность вычислений с помощью 
нейросети. 

 

Сравнение численнных методов вычисления цены европейского опциона call в модели Хестона 

/ Comparison of numerical methods for calculating the price of a European call option in the Heston model 

 𝐾 
Решение 

краевой задачи 

Метод Монте-Карло, 
аппроксимация 

бинарными с.в. 

 Метод Монте-Карло, 
аппроксимация 

нормальными с.в. 

 Рекуррентные 
формулы 

Нейросеть 

3 5,1473 5,1089 5,1639 5,1451 5,2227 

4 4,1965 4,2932 4,2349 4,1938 4,2618 

5 3,2481 3,2443 3,2752 3,2456 3,2947 

6 2,3198 2,3539 2,3916 2,3175 2,3007 

7 1,4783 1,5841 1,5263 1,4527 1,4800 

8 0,8331 0,8695 0,8749 0,8296 0,9141 
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В таблице для получения значений справедливой цены во втором столбце применяли метод 
решения краевой задачи (2) [2], в третьем и четвёртом столбцах – метод Монте-Карло, исполь-
зующий дискретную (21) и бинарную (22) модели, аппроксимирующие модель Хестона; для по-
лучения значений в пятом столбце – рекуррентные формулы на бинарном дереве.    

 

Заключение 

 

В данной статье исследовалась возможность применения нейросетей с достаточно простой 
архитектурой для решения задачи оценивания опционов в модели Хестона. Приведен пример 
использования нейросетей для вычисления цен европейских опционов, в котором нелинейная 
функция, описывающая нейросеть, подставляется в соответствующее уравнение в частных про-
изводных. В случае европейских опционов функция потерь контролирует точность аппроксима-
ции начальных условий и выполнения уравнения в частных производных. При решении задачи 
оценивания барьерных опционов общая конструкция нейросети сохраняется, но добавляется 
ошибка аппроксимации граничных условий.  
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Аннотация. Рассматривается задача устойчивости стационарного вращения системы одинако-

вых точечных вихревых зарядов, расположенных в вершинах правильного 𝑁-угольника вне круговой об-
ласти в случае произвольной циркуляции 𝛤 обтекания вокруг круга. Потенциал взаимодействия между 
зарядами обратно пропорционален расстоянию между ними. Работа продолжает исследования ста-
тей авторов, где были рассмотрены случаи бесциркулянтного обтекания границы и произвольной цир-
куляции для логарифмического потенциала взаимодействия между точечными вихрями. В данной ста-
тье приведена общая схема исследования устойчивости для произвольного 𝑁 ≥ 2, реализованная для 𝑁 = 2, 3. Аналитически и численно исследованы квадратичная часть гамильтониана и собственные 
значения матрицы линеаризации. Построены диаграммы устойчивости, на которых указаны области 
орбитальной устойчивости, неустойчивости и области линейной устойчивости, требующие дополни-
тельного нелинейного анализа. Перечислены и исследованы численно все резонансы до четвертого по-
рядка включительно, возникающие в этой задаче. Численно обнаружена неустойчивость на резонанс-
ной кривой 𝛤03, соответствующей двукратному нулевому собственному значению матрицы линеариза-
ции при 𝑁 = 3. Результаты теоретического анализа подтверждаются численным расчетом траек-
торий вихревых зарядов. 

 
Ключевые слова: точечный вихрь, стационарное вращение, гамильтоновы системы, устойчивость по Ра-

усу, резонанс 
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Abstract. The problem of the stability of the stationary rotation of a system of identical point vortex charges 

located at the vertices of a regular 𝑁-gon outside a circular region, in the case of arbitrary circulation of 𝛤 around 
the boundary is considered. The interaction potential between the charges is inversely proportional to the distance 
between them. In this paper continue their research of the authors' articles, where cases of non-circulant flow around 
a boundary and arbitrary circulation for the logarithmic potential of interaction between point vortices were con-

sidered. This paper presents a general scheme for studying stability for an arbitrary 𝑁 ≥ 2, which is implemented 

for cases 𝑁 = 2, 3. The quadratic part of the Hamiltonian and the eigenvalues of the linearization matrix are inves-
tigated analytically and numerically. There are constructed stability diagrams, which indicate the areas of orbital 
stability, instability, and areas of linear stability that require additional nonlinear analysis. All resonances up to 
and including the fourth order arising in this problem are listed and investigated numerically. An instability has 

been numerically detected on the resonance curve 𝛤03 corresponding to the two-fold zero eigenvalue of the lineari-

zation matrix at 𝑁 = 3. The results of the theoretical analysis are confirmed by numerical calculation of the trajec-
tories of vortex charges. 
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Введение 

 

Во многих разделах вихревой динамики существенную роль играют модели точечных вихрей, 
представимые в виде конечномерных гамильтоновых систем. Одним из основных признаков, от-
личающих эти модели друг от друга, служит потенциал взаимодействия между точечными вих-
рями. В одной из первых моделей, которая была построена Гельмгольцем, потенциал взаимодей-
ствия был пропорционален логарифму ln r, где r – расстояния между вихрями. Эта модель исполь-
зовалась лордом Кельвином для построения вихревой теории атома. Дж.Дж. Томсон вместо мо-
дели Кельвина предложил модель вихревых зарядов [1, 2], которые взаимодействуют между собой 
по закону 1/r, и назвал их корпускулами. Хотя вихревая теория атома была отвергнута, тем не 
менее математические модели нашли свое применение в физике плазмы, геофизической динамике 
и других разделах вихревой динамики. 
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В последние годы потенциал 1/r встречался, например, в [3, 4], где изучались вихревые заряды 
в трехмерном пространстве, устойчивость относительного равновесия трех вихревых зарядов с 
нулевой суммарной интенсивностью.  

В недавней работе Рено [5] рассматривался вопрос о сравнении решений различных задач 
устойчивости в моделях Кельвина и Дж.Дж. Томсона. Среди них была проблема устойчивости 
томсоновского N-угольника (система одинаковых точечных вихрей, расположенных в вершинах 
правильного N-угольника) и N-поля (мультиполя) (правильного томсоновского (N–1)-угольника и 
вихря произвольной интенсивности, расположенного в центре симметрии). 

Устойчивость стационарного вращения правильного 𝑁-угольника из одинаковых вихревых за-
рядов внутри круговой области исследована в [6, 7] для 2 ≤ 𝑁 ≤ 6,  в [8] – модель вихревых заря-
дов вне круга для 2 ≤ 𝑁 ≤ 8 в случае бесциркулянтного обтекания границы, в [9] – влияние цир-
куляции на устойчивость вращения логарифмических точечных вихрей вне круговой области. 

Данная статья является непосредственным продолжением работ [8, 9]. В ней исследуется вли-
яние циркуляции вокруг границы круговой области на устойчивость вращения правильного  𝑁-угольника из вихревых зарядов вне круга. Получены общие условия линейной и орбитальной 
устойчивости, а также условия неустойчивости. Для случаев 𝑁 = 2, 3 построены диаграммы 
устойчивости на плоскости параметров задачи. 

Изложена постановка задачи. Выписаны уравнения движения системы в гамильтоновой форме. 
Указан вид исследуемого режима. Приведена схема исследования устойчивости стационарного 
вращения правильного вихревого 𝑁-угольника. Выписаны условия линейной и орбительной 
устойчивости, а также условия неустойчивости. Проведено исследование устойчивости в случаях 𝑁 = 2,  3, его результаты представлены в виде диаграмм устойчивости на рис. 3, 4. Исследована 
устойчивость прямым численным счетом при резонансных значениях параметров. Численно про-
верены также все утверждения об устойчивости и неустойчивости. 

 

Уравнения движения и постановка задачи 

 

Рассматривается модель движения системы 𝑁 точечных вихревых зарядов единичной интен-
сивности на плоскости вне круговой области радиуса 𝑅  𝑧̇̄𝑘 = 2𝑖 𝜕𝐻𝜕𝑧𝑘 ,  𝑧̇𝑘 = −2𝑖 𝜕𝐻𝜕𝑧̄𝑘 ,  𝑘 = 1, … , 𝑁,                (1) 

с гамильтонианом 𝐻 = 12𝜋 ∑ 1|𝑧𝑘−𝑧𝑗|1≤𝑗<𝑘≤𝑁 − 14𝜋 ∑ 1|𝑧𝑘−𝑧̃𝑗|𝑁𝑗,𝑘=1 + 𝛾4𝜋 ∑ 1|𝑧𝑘|𝑁𝑘=1 .            (2) 

Здесь 𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑘 – комплексные переменные, 𝑘 = 1, … , 𝑁; 𝑥𝑘, 𝑦𝑘 – декартовы координаты  𝑘-го заряда относительно центра круга; 𝑧̃𝑘 = 𝑅2𝑧𝑘 – отражение 𝑘-го заряда границей круга. Параметр 𝛾 – циркуляция вокруг круговой границы в отсутствие вихревых зарядов.  
Замечание. Будем различать циркуляцию вокруг границы области в отсутствие и в присут-

ствии вихревых зарядов. Циркуляция в присутствии вихревых зарядов 𝛤 есть сумма циркуляции 𝛾 и суммарной интенсивности всех отраженных вихрей. В случае 𝑁 одинаковых вихревых зарядов 
единичной интенсивности эти параметры связаны следующим соотношением: 𝛾 = 𝛤 + 𝑁. Случай 𝛾 = 𝑁 (𝛤 = 0), соответствующий бесциркулянтному обтеканию границы, рассмотрен в работе [8]. 

Система (1), (2) имеет два интеграла: энергию 𝐻 и суммарный момент инерции 

 𝑀 = ∑ |𝑧𝑘|2𝑁𝑘=1 . 
Задача (1), (2) имеет решение 𝑧𝑘 = 𝑒𝑖𝜔𝑁𝑡𝑢𝑘,   𝑢𝑘 = 𝑅0𝑒2𝜋𝑖(𝑘−1)/𝑁,  𝑘 = 1, … , 𝑁,             (3) 

отвечающее стационарному вращению конфигурации одинаковых точечных вихревых зарядов, 
расположенных вне круговой области радиуса 𝑅 на окружности радиуса 𝑅0 в вершинах правиль-
ного N-угольника, с постоянной угловой скоростью (рис. 1) 𝜔 = 𝜔𝑁(𝑞, 𝛤), 𝑞 = 𝑅2𝑅02, 0 < 𝑅 < 𝑅0.  Далее, не нарушая общности, можно положить 𝑅0 = 1. 

В случаях 𝑁 = 2,  3 угловая скорость определяется следующими формулами: 𝜔2 = 12 𝛤 + 5𝑞4−22𝑞2+14(𝑞2−1)2 , 𝜔3 = 12 (𝛤 + 2√3+93 − 𝑞+1(𝑞−1)2 + 2(𝑞2−1)(𝑞2+𝑞+1)3 2⁄ ).          (4) 
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При прохождении через кривую 𝛤 = 𝛤𝑁(𝑞) на плоскости параметров (𝑞, 𝛤) угловая скорость (4) 

меняет знак (рис. 2):    𝛤2 = − 5𝑞4−22𝑞2+12(𝑞2−1)2 ,    𝛤3 = − 2√3+93 + 𝑞+1(𝑞−1)2 − 2(𝑞2−1)(𝑞2+𝑞+1)3 2⁄ .   
Далее будем исследовать устойчивость решения (3), (4).  

 

 
 

Рис. 1. Вращение системы двух одинаковых 

 вихревых зарядов вокруг круга в случае  
произвольной циркуляции обтекания γ 

 / Fig. 1. Rotation of a system of two identical  

vortex charges around a circle in the case 

 of an arbitrary circulation γ 

Рис. 2. Графики кривых 𝛤 = 𝛤𝑁(q)  при N=2, 3,  

на которых угловая скорость 𝜔𝑁(q,𝛤𝑁(q)) = 0  

/ Fig. 2. Graphs of curves 𝛤 = 𝛤𝑁(q)  for N=2, 3  

where the angular velocity 𝜔𝑁(q,𝛤𝑁(q)) = 0 

 
Общая схема исследования устойчивости правильного N-угольника 

 

Схема исследования устойчивости режима (3), (4) повторяет аналогичные исследования, про-
веденные для логарифмических вихрей в [9–13], вихревых зарядов [6–8] и произвольного потен-
циала [14]. 

Замена переменных  𝑧𝑘(𝑡) = 𝑒𝑖𝜔𝑁𝑡𝑣𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, … , 𝑁, приводит уравнения (1), (2) к системе 
уравнений возмущения с гамильтонианом 𝐸(𝑣) = 𝐻(𝑣) + 𝜔𝑁2 𝑀(𝑣), 𝑀 = ∑ |𝑣𝑘|2𝑁𝑘=1 , где 

 𝑣 = (𝑣1, … , 𝑣𝑁) ∈ 𝐶𝑁. 

На каждой плоскости переменных 𝑣𝑘 введем новые координаты и запишем 𝑣𝑘 в виде 

 𝑣𝑘 = √1 + 2𝑟𝑘𝑒𝑖(2𝜋𝑁 (𝑘−1)+𝜃𝑘)
. 

В переменных 𝑟 = (𝑟1, … , 𝑟𝑁), 𝜃 = (𝜃1, … , 𝜃𝑁) получаем уравнения возмущений 𝑟̇𝑘 = 𝜕𝐸𝜕𝜃𝑘 (𝑣(𝑟, 𝜃)),  𝜃̇𝑘 = − 𝜕𝐸𝜕𝑟𝑘 (𝑣(𝑟, 𝜃)).                (5) 

Стационарному движению (3), (4) отвечает непрерывное семейство равновесий уравнений воз-
мущения (5), расположенное на прямой 𝛱 = {(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑅𝑁: 𝑟1 = ⋯ = 𝑟𝑁 = 0, 𝜃1 = ⋯ = 𝜃𝑁}. 

Режим стационарного вращения (3) неустойчив по Ляпунову при любых 𝑁 [15, 16]. Далее будет 
использоваться наиболее сильное из возможных в данной задаче определений устойчивости – орби-
тальная устойчивость [15, 16]. 

Определение. Орбитальная устойчивость решения (3) означает устойчивость по Ляпунову се-
мейства равновесий 𝛱. 

Разложение гамильтониана 𝐸(𝑣(𝜌)) в ряд Тейлора по переменной 𝜌 = (𝑟, 𝜃) – одно и то же в 
окрестности любого равновесия семейства 𝛤:   𝐸(𝑣(𝜌)) = 𝐸0 + 𝐸2(𝑣(𝜌)) + ⋯,   многоточием здесь 
обозначены слагаемые выше второй степени. Квадратичная форма 𝐸2 представима в виде  𝐸2 = (𝐒𝑁𝜌, 𝜌),  𝐒𝑁 = ( 𝐅1 12 𝐆0− 12 𝐆0 𝐅2 ).  
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Матрица линеаризации уравнений возмущений (5) на нулевом равновесии имеет вид  𝐋𝑁 = ( −𝐆0 2𝐅2−2𝐅1 −𝐆0).  
Матрица 𝐒𝑁 симметрична, и поэтому все ее собственные значения вещественны. Она имеет 

нулевое собственное значение, отвечающее семейству 𝛱. Достаточным условием орбитальной 
устойчивости решения (3) является то, что у всех остальных собственных значений матрицы 𝐒𝑁 – 

одинаковый знак. Неустойчивость имеет место, когда у матрицы линеаризации 𝐋𝑁 есть собствен-
ные значения с положительной вещественной частью. Если все собственные значения матрицы 
линеаризации 𝐋𝑁 лежат на мнимой оси, а матрица 𝐒𝑁 знакопеременна, для исследования устойчи-
вости требуется нелинейный анализ с помощью методов КАМ-теории [17].  

Матрицы 𝐒𝑁 и 𝐋𝑁 в рассматриваемой нами модели движения вихревых зарядов вне круговой 
области в случае произвольной циркуляции имеют ту же самую структуру, что и в других моделях 
[5–8, 10–12, 16, 17].  

Матрицы 𝐅1, 𝐅2, 𝐆0 являются циркулянтами: 𝐅𝑚 = ∑ 𝑓𝑚𝑗𝐶𝑗𝑁−1𝑗=0 , 𝐆0 = ∑ 𝑔0𝑗𝐶𝑗𝑁−1𝑗=0 . 𝐂 = {𝑐𝑖𝑗}𝑖𝑗=1𝑁
 – циклическая матрица, ее ненулевые коэффициенты 𝑐𝑁,1 = 1 и 𝑐𝑖,𝑖+1 = 1, 

 𝑖 = 1, … , 𝑁 − 1. Матрицы 𝐅1 и 𝐅2 – симметричные, а 𝐆0 – кососимметричная.  
Величины 𝑓𝑚𝑘, 𝑔0𝑘, не выписанные здесь ввиду их громоздкости, удовлетворяют условиям  𝑓𝑚𝑘 = 𝑓𝑚,𝑁−𝑘 ,  𝑔0𝑘 = −𝑔0,𝑁−𝑘 .                    (6) 

От циркуляции 𝛤 зависит только коэффициент 𝑓10 матрицы 𝐅1, коэффициенты матриц 𝐅2 и 𝐆0 

от него не зависят. В случае 𝑁 = 2 матрица 𝐆0 = 0. 

Собственные значения 𝜆1𝑘, 𝜆2𝑘 и 𝑖𝜆0𝑘, 𝑘 = 1, … , 𝑁, матриц 𝐅1, 𝐅2 и 𝐆0 соответственно вычисля-
ются по формулам  𝜆𝑚𝑘 = ∑ 𝑓𝑚𝑗𝑒2𝜋𝑘𝑖𝑁 𝑗𝑁−1𝑗=0 ,  𝑚 = 1,2,   𝑖𝜆0𝑘 = ∑ 𝑔0𝑗𝑒2𝜋𝑘𝑖𝑁 𝑗.𝑁−1𝑗=0           (7) 

Причем  𝜆2𝑁 = 0, 𝜆0𝑁 = 0, а в случае четных 𝑁 ≥ 4 верно неравенство
 
𝜆0𝑁2 = 0. Заметим также, 

что в силу (6) собственные значения матриц 𝐅1, 𝐅2 и 𝐆0 связаны соотношениями 𝜆𝑚𝑘 = 𝜆𝑚,𝑁−𝑘 ,  𝑚 = 1,2,   𝜆0𝑘 = −𝜆0,𝑁−𝑘. 

От параметра 𝛤 зависят лишь собственные значения 𝜆1𝑘 матрицы 𝐅1. Формулы собственных 
значений 𝜆2𝑘 и 𝑖𝜆0𝑘 матриц 𝐅2 и 𝐆0 совпадают с бесциркулянтным случаем [8]. 

Собственные значения матрицы 𝐒N являются корнями полинома [10]  𝑃(𝛬, 𝑘) = 𝛬2 − 𝑝1𝑘(𝑞, 𝛤)𝛬 + 𝑝0𝑘(𝑞, 𝛤),  𝑘 = 1, … , 𝑁,              (8) 𝑝1𝑘(𝑞, 𝛤) = 𝜆1𝑘 + 𝜆2𝑘 ,  𝑝0𝑘(𝑞, 𝛤) = 𝜆1𝑘𝜆2𝑘 − 14 𝜆0𝑘2 .   

Заметим, что 𝑃(𝛬, 𝑁) = (𝛬 − 𝜆1𝑘)𝛬. 
В случае четных 𝑁 ≥ 2     𝑃 (𝛬, 𝑁2) = 𝛬2 − (𝜆1𝑁2 + 𝜆2𝑁2 ) 𝛬 + 𝜆1𝑁2 𝜆2𝑁2 = (𝛬 − 𝜆1𝑁2 ) (𝛬 − 𝜆2𝑁2 ). 

Собственные значения матрицы линеаризации 𝐋N имеют вид [10]  𝜎𝑘± = −𝑖𝜆0𝑘 ± 2√−𝜆1𝑘𝜆2𝑘 , 𝑘 = 1, … , 𝑁.                  (9) 

Поскольку структура матриц 𝐒N и 𝐋N оказалась такой же, как и в [9–14], здесь работает теория, 
развитая в [14] для систем с произвольным гамильтонианом, зависящим от расстояний между то-
чечными вихрями, и справедлива следующая  

Теорема .  Стационарное вращение (3) правильного вихревого 𝑁-угольника:   

A. Орбитально устойчиво, если все корни полиномов (8) при 𝑘 = 1, … , 𝑁 − 1 имеют один и тот 
же знак (все они положительны, если  𝑝0𝑘(𝑞, 𝛤) = 𝜆1𝑘(𝑞, 𝛤)𝜆2𝑘(𝑞) − 14 𝜆0𝑘2 (𝑞) > 0,     𝑝1𝑘(𝑞, 𝛤) = 𝜆1𝑘(𝑞, 𝛤) + 𝜆2𝑘(𝑞) > 0,    (10) 

или отрицательны, если коэффициенты 𝑝0𝑘(𝑞, 𝛤) > 0 и 𝑝1𝑘(𝑞, 𝛤) < 0). 

B. Неустойчиво, если существуют собственные значения (9) матрицы линеаризации 
 
, ле-

жащие в правой полуплоскости: 𝜆1𝑘(𝑞, 𝛤)𝜆2𝑘(𝑞) < 0.                       (11) 

C. При нарушении условий (10), (11) для решения задачи устойчивости требуется нелинейный 
анализ.  

N
L
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В случае выполнения условия С теоремы для заключения об устойчивости необходим нелиней-
ный анализ методами КАМ-теории [14], которые требуют отыскания и исследования всех резо-
нансов с использованием теории нормальных форм. Такая работа для системы логарифмических 
точечных вихрей вне круга проделана в [8, 11–13], где было исследовано влияние циркуляции во-
круг круга на устойчивость.  

 

Диаграммы устойчивости стационарного вращения  
правильного 𝑵-угольника в случае 𝑁 = 2, 3 

 

Результаты проверки условий A – C 

теоремы для 𝑁 = 2, 3 представлены в виде 
диаграмм устойчивости на плоскости па-
раметров задачи (𝑞, 𝛤) на рис. 3, 4.  

Случай 𝑁 = 2. Условия теоремы прини-
мают следующий вид: поскольку 𝐆0 = 0, 

орбитальная устойчивость имеет место, если 𝜆11(𝑞, 𝛤)𝜆21(𝑞) > 0, второе неравенство 𝜆11(𝑞, 𝛤) + 𝜆21(𝑞) > 0 выполняется авто-
матически; если 𝜆11(𝑞, 𝛤)𝜆21(𝑞) < 0, то ре-
жим неустойчив;  при  𝜆11(𝑞, 𝛤)𝜆21(𝑞) = 0      (12) 

требуется дополнительный нелинейный 
анализ. Функции 𝜆11(𝑞, 𝛤),  𝜆21(𝑞) заданы 
формулами (7), не выписаны здесь ввиду 
их громоздкости. 

Таким образом, плоскость параметров (𝑞, 𝛤) на рис. 3 делится на области орби-
тальной устойчивости и неустойчивости. 
Их границы, на которых имеет место резо-
нанс двукратного нуля (жорданова 
клетка), заданы условием (12).  

Это кривая 𝛤 = 𝛤∗2(𝑞), определенная 
равенством 𝜆11(𝑞, 𝛤∗2(𝑞)) = 0, и прямая 𝑞 = 𝑞∗2 ≈ 0,23607, такая, что 𝜆21(𝑞∗2) = 0.  

Уравнение 𝜆21(𝑞) = 0 эквивалентно 
условию 𝑞2 + 4𝑞 − 1 = 0. Граница 𝑞 = 𝑞∗2 

не зависит от параметра Γ и была найдена 
в работе [8].  

Отметим, что в случае Γ < − 16 на интер-
вале 0 < 𝑞 < 𝑞∗2 имеет место неустойчи-
вость, при 𝑞∗2 < 𝑞 < 1 – орбитальная устойчивость.  

При Γ > − 16 орбитальная устойчивость имеет место на интервалах 0 < 𝑞 < 𝑞2∗ и 𝑞∗2 < 𝑞 < 1, а 
при 𝑞2∗ < 𝑞 < 𝑞∗2  – неустойчивость. Здесь точка (𝑞2∗ , Γ) лежит на кривой 𝛤 = 𝛤∗2(𝑞).  

При Γ ≈ 1,69672 кривая 𝛤 = 𝛤∗2(𝑞) и прямая 𝑞 = 𝑞∗2 пересекаются. Экспоненциальная не-
устойчивость при этом не наблюдается. 

На диаграмме также изображена кривая 𝛤 = 𝛤2(𝑞), в точках которой 𝜔2(𝑞, 𝛤2) = 0. Отметим, 
что она проходит через область как неустойчивости, так и орбитальной устойчивости. 

Случай 𝑁 = 3. Условия A – C теоремы примут вид: 

A.  Орбитальная устойчивость имеет место при 𝜆11(𝑞, 𝛤)𝜆21(𝑞) − 14 𝜆012 (𝑞) > 0, второе из усло-
вий (10) выполняется автоматически.  

B. Неустойчивость – в случае 𝜆11(𝑞, 𝛤)𝜆21(𝑞) < 0. 

C. При одновременном нарушении условий A, B требуется нелинейный анализ. 

 
 

Рис. 3. Диаграмма устойчивости стационарного 

 вращения системы двух вихревых зарядов (𝑁 = 2): 

 серый цвет – орбитальная устойчивость; штриховка –  

неустойчивость, на кривой 𝛤∗2(𝑞) и прямой 𝑞 = 𝑞∗2  

требуется нелинейный анализ. Кривая 𝛤2(𝑞) –  𝜔2(𝑞, 𝛤2) = 0 / Fig. 3. The stability diagram of stationary 

 rotation of a system of two vortex charges (𝑁 = 2):  

gray color - orbital stability; shading - instability;  

nonlinear analysis is required on the curve 𝛤∗2(𝑞)  

and straight line 𝑞 = 𝑞∗2. 𝛤2(𝑞) - 𝜔2(𝑞, 𝛤2) = 0 
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Плоскость параметров (𝑞, 𝛤) делится на рис. 4 на области орбитальной устойчивости, неустой-
чивости и линейной устойчивости.  

Первая область ограничена кривой 𝛤 =  𝛤03(𝑞), заданной уравнением 

 𝜆11(𝑞, 𝛤)𝜆21(𝑞) − 14 𝜆012 (𝑞) = 0. На ней – критический случай двукратного нуля (диагонализируе-
мый случай).  

Границы области неустойчивости, на которых имеет место резонанс двукратной пары ком-
плексно-сопряженных собственных значений (жорданова клетка), заданы условием 𝜆11(𝑞, 𝛤)𝜆21(𝑞) = 0. Это такая кривая 𝛤 = 𝛤∗3(𝑞), что 𝜆11(𝑞, 𝛤∗3(𝑞)) = 0, и прямая 

 𝑞 = 𝑞∗3 ≈ 0,46999, заданная равенством 𝜆21(𝑞) = 0 . 

Значение 𝑞∗3 не зависит от параметра Γ , найдено в [8]. 
При Γ < − 536 √3 на интервале 0 < 𝑞 < 𝑞∗3 – неустойчивость, затем сначала появляется область 

линейной устойчивости 𝑞3∗ < 𝑞 < 𝑞30, где точка (𝑞30, Γ) лежит на кривой 𝛤03, и орбитальной устой-
чивости при 𝑞30 < 𝑞 < 1. 

В случае − 536 √3< Γ < − 415 √3 при 0 < 𝑞 < 𝑞3∗ и 𝑞3∗ < 𝑞 < 𝑞30 имеет место линейная устойчи-
вость, при 𝑞 > 𝑞30 – орбитальная устойчивость, а на интервале 𝑞3∗ < 𝑞 < 𝑞∗3 – неустойчивость. 
Здесь точка (𝑞3∗, Γ) лежит на кривой 𝛤 = 𝛤∗3(𝑞). 

При Γ > − 415 √3  орбитальная устойчивость – на интервалах 0 < 𝑞 < 𝑞30(Γ) и при 𝑞 > 𝑞30, линей-
ная устойчивость – при 𝑞30 < 𝑞 < 𝑞3∗ и 𝑞∗3 < 𝑞 < 𝑞30,  неустойчивость – на интервале 𝑞3∗ < 𝑞 < 𝑞∗3.  

 

   
 

а / a                б / b 

 

Рис. 4. Диаграмма устойчивости стационарного вращения правильного треугольника (𝑁 = 3):  

а – 0 < 𝑞 < 1, −5 ≤ 𝛤 ≤ 20; б – 0,4 < 𝑞 < 0,55, 6 ≤ 𝛤 ≤ 13. Серый цвет – орбитальная устойчивость,  
белый – линейная устойчивость, требующая дополнительный нелинейный анализ; штриховка –  

неустойчивость. На кривой Γ03 (резонанс двукратного нуля), кривой Γ∗3 и прямой 𝑞 = 𝑞∗3 (резонанс 1:1  
жорданова клетка) требуется нелинейный анализ, Γ3 – 𝜔3(𝑞, Γ3) = 0 / Fig. 4. The stability diagram  

of stationary rotation of an equilateral triangle (𝑁 = 3): a - 0 < 𝑞 < 1, −5 ≤ 𝛤 ≤ 20; b - 0.4 < 𝑞 < 0.55, 

   6 ≤ Γ ≤ 13. Gray color - orbital stability; white color - linear stability, requiring additional nonlinear analysis;  

shading - instability. On the curve 𝛤03 (resonance of double zero), curve Γ∗3 and straight line 𝑞 = 𝑞∗3  

(resonance 1:1 Jordan cell) nonlinear analysis is required, Γ3 - 𝜔3(𝑞, Γ3) = 0 
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При Γ ≈ 9,80823 кривая 𝛤 = 𝛤∗3(𝑞) и прямая 𝑞 = 𝑞∗3, ограничивающие область неустойчивости, 
пересекаются. Неустойчивость в смысле условия B теоремы в этом случае не наблюдается.  

Кроме того, на диаграмме также изображена кривая 𝛤 = 𝛤3(𝑞), в точках которой 𝜔3(𝑞, 𝛤3(𝑞)) = 0. 

Отметим, что она проходит через область как неустойчивости, так и орбитальной устойчивости. 
 

Численный эксперимент в резонансных случаях 

 

В данном разделе прямым численным счетом исследуется устойчивость режима стационарного 
вращения (3), (4) для 𝑁 = 3 на резонансных кривых (рис. 4). 

В случае бесциркулянтного обтекания границы (𝛤 = 0) результаты совпадают с работой [8]: об-
наружена неустойчивость в точках 𝑞 ≈ 0,125402 и 𝑞 ≈ 0,470580 на резонансной кривой 𝛤03.  

В случае наличия циркуляции (при 𝛤 ≠ 0) на резонансной кривой 𝛤03 также наблюдается не-
устойчивость. Примеры траекторий движения вихревых зарядов для параметров на кривой 𝛤03 

приведены на рис. 5, 6. 
 

 
а / a          б / b          в / c 

 

Рис. 5. Случай N=3. Неустойчивость на резонансной кривой 𝛤03 (ветки левее прямой 𝑞 = 𝑞∗3, при  𝑞 < 𝑞∗3)  

при Г=  10: а – q = 0,45; б – 𝑞 ≈  0,462247;  в – q = 0,467 / Fig. 5. Case N=3. Instability on the resonance curve  𝛤03 (branches to the left of the straight line 𝑞 = 𝑞∗3, with 𝑞 < 𝑞∗3) when 𝛤 =  10:  a - q = 0.45;  

b - 𝑞 ≈  0.462247;  c - q = 0.467 
 

 
а / a          б / b          в / c 

 
Рис. 6. Случай N=3. Неустойчивость на резонансной кривой 𝛤03 (ветки правее прямой 𝑞 = 𝑞∗3, 

 при  𝑞 > 𝑞∗3) при 𝛤 =  9:  а – q = 0,4723; б –  𝑞 ≈  0,474671;  в – q = 0,48 / Fig. 6. Case N=3.  

Instability on the resonance curve 𝛤03 (branches to the right of the straight line 𝑞 = 𝑞∗3, with 𝑞 > 𝑞∗3)  

when 𝛤 =  9: a - q = 0.4723; b -  𝑞 ≈  0.474671;  c - q = 0.48 
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На рис. 5 демонстрируется неустойчивость стационарного вращения правильного треугольника 
при 𝛤 =  10, 𝑞 ≈  0,462247. В начальный момент времени он возмущается на величину порядка 10−3. На рис. 5б наблюдается неустойчивость. Время счета 𝑡 = 400, порядка 250 оборотов режима 
стационарного вращения (3). При малых отклонениях параметра 𝑞 от значения на резонансной 
кривой в обе стороны наблюдается устойчивость (рис. 5a, в). Здесь вихревой треугольник совер-
шает около 6600 оборотов (𝑡 = 10000).  

На рис. 6 показана неустойчивость стационарного вращения правильного треугольника при  Γ =  9, 𝑞 ≈  0,474671. 

В начальный момент времени вносится возмущение на величину порядка 10−4. На рис. 6б  
имеет место неустойчивость. Время счета 𝑡 = 800, порядка 450 оборотов. В малой окрестности 
точки 𝑞 наблюдается устойчивость (рис. 6а, в). Здесь время счета – 5600 оборотов (𝑡 = 10 000).  

Для резонансных кривых Γ∗3 и 𝑞∗3 труднее судить об устойчивости, основываясь на прямом 
численном счете, так как с одной стороны от них находятся области неустойчивости, и срыв тра-
ектории можно объяснить попаданием в эту область.  

Численно проверены также все утверждения об областях устойчивости и неустойчивости в слу-
чае N=2, 3. 

Сделаем необходимые описания используемых в работе численных методов.  
Для проведения расчетов использовались встроенные в математический пакет MATLAB метод 

Дормана – Принса (вариант метода Рунге – Кутты порядка 4, 5) и многошаговый метод Адамса – 

Башфорта – Моултона для сравнения с первым методом.  
Консервативные системы трудны для чис-

ленного анализа. Стандартный метод контроля 
корректности вычислений – анализ динамики 
погрешности интегралов во времени. В работе 

контролировалось сохранение интегралов си-
стемы: энергии 𝐻 и суммарного момента инер-
ции 𝑀. Динамика их относительной погреш-
ности по времени приведена на рис. 7 для  
случая неустойчивости, соответствующего  

рис. 5б: Γ =  10, 𝑞 =  0,462247416113899. 

Тогда в начальный момент времени 

 𝐻 = 16,125300615495860 и 𝑀 = 3. Относи-
тельная и абсолютная погрешности вычисле-
ний в методе Дормана – Принса выбирались 10−9 и 10−11 соответственно. На рис. 7 видно, 
что при этом относительная погрешность 
обоих интегралов за время счета изменяется 
на величину не больше 10−7.  

Корректность наших вычислений, напри-
мер на рис. 5, также подтверждается тем, что 
расчет устойчивых и неустойчивого режимов 
проводился с использованием одинаковых 
методов и их параметров, указанных выше. 
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Аннотация. Цель работы – нахождение области диффузионной неустойчивости на плоскости пара-
метров системы Шнакенберга и брюсселятора, а также для обобщения этих систем. Система Шнакен-
берга рассматривается в двух случаях: в предположении положительности положения равновесия и в до-
полнительном (более сильном) предположении положительности параметров системы. Для исследования 
систем методами теории устойчивости применяется переход к обобщенным переменным, в которых мат-
рицы Якоби указанных систем в окрестности положений равновесия совпадают. Показано, что в первом 
случае, в отсутствие дополнительных ограничений, области необходимых условий неустойчивости 
Тьюринга не пусты и не ограничены на плоскости параметров системы. Во втором случае, при более силь-
ных предположениях, область необходимых условий ограничена. Получены условия, при которых область 
необходимых условий может быть пуста.  С помощью перехода к обобщенным переменным получены ана-
литические выражения границ области достаточных условий при наличии дополнительных предположе-
ний, соответствующих положительности параметров для системы Шнакенберга. Рассмотрен случай 
больших коэффициентов диффузии, когда минимальное критическое волновое число равно единице, а также 
случаи, при которых минимальное волновое число больше единицы. 

 

Ключевые слова: неустойчивость Тьюринга, системы реакция – диффузия, условия диффузионной не-
устойчивости, брюсселятор, система Шнакенберга 
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Abstract. The goal of the work is to find the region of diffusion instability on the plane of parameters of the 

Schnackenberg and Brusselator systems, as well as for a system that generalizes these systems. The Schnakenberg 
system is considered in two cases: under the assumption that the equilibrium position is positive and under the 
additional (stronger) assumption that the parameters of the system are positive.  To study systems using the meth-
ods of stability theory, a transition to generalized variables is used, in which the Jacobian matrices of the indicated 
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systems in the vicinity of equilibrium positions coincide. It is shown that in the first case, in the absence of addi-
tional restrictions, the regions of necessary conditions for Turing instability are not empty and are not limited in 
the plane of system parameters. In the second case, under stronger assumptions, it is shown that the range of 
necessary conditions is limited. Conditions have been obtained under which the area of necessary conditions can 
be empty. Using the transition to generalized variables, analytical expressions for the boundaries of the domain of 
sufficient conditions are obtained in the presence of additional assumptions corresponding to the positivity of the 
parameters for the Schnakenberg system. The case of large diffusion coefficients is considered, when the minimum 
critical wave number is equal to one, as well as cases in which the minimum wave number is greater than one.  

 
Keywords: Turing instability, reaction-diffusion systems, diffusion instability conditions, Brusselator, 

Schnackenberg system 
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Введение 

 

Пусть задана система двух уравнений реакция – диффузия в m-мерной ограниченной области Ω ⊂ 𝑅𝑚 при 𝑡 > 0 с краевыми условиями Неймана на границе 𝑢𝑡 = Δ𝑢 + 𝑓(𝑢, 𝑣),  𝑣𝑡 = 𝑑Δ𝑣 + 𝑔(𝑢, 𝑣),                 (1) ∂𝑢∂𝑛 |∂Ω = ∂𝑣∂𝑛 |∂Ω = 0.                        (2) 

Здесь 𝑑 > 0 – коэффициент диффузии;  Δ = ∂2∂𝑥12 + ⋯ + 𝜕2∂𝑥𝑚2  – оператор Лапласа; 𝑓(𝑢, 𝑣), 𝑔(𝑢, 𝑣) – слагаемые реакции; 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑡) – неизвестные функции; 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0. 

Системы вида (1), (2) служат для описания физических, химических, биологических и других 
процессов. Примеры таких систем, а также общие подходы к их исследованию приведены в клас-
сических монографиях [1, 2], экологические модели – в [3]. 

Бифуркационному поведению пространственно-неоднородных решений, ответвляющихся от 
положений равновесия, посвящены работы многих авторов. В частности, система Фицхью – 

Нагумо и ее частный случай – система Рэлея с диффузией – исследовались в [4–7]. 

В настоящей работе рассматриваются две классические модели, относящиеся к типу актива-
тор – ингибитор − система Шнакенберга и брюсселятор. 

Модель реакции Белоусова – Жаботинского, известная как брюсселятор, была предложена в 
[8]. Модели соответствует схема химических реакций: 𝐴 → 𝑈,  2𝑈 + 𝑉 → 3𝑈,  𝐵 + 𝑈 → 𝑉 + 𝐶, 𝑈 → 𝑅  в предположении, что продукты реакции 𝐶 и 𝑅 немедленно исчезают из реактора. Брюс-
селятору соответствуют слагаемые реакции: 𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝐴 − (𝐵 + 1)𝑢 + 𝑢2𝑣,  𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝐵𝑢 − 𝑢2𝑣,             (3) 

а равновесие системы (1)–(3) имеет вид (𝑢0, 𝑣0) = (𝐴, 𝐵𝐴). 
Система Шнакенберга [9] была предложена в качестве математической модели цепочки хи-

мических реакций:    2 𝑈 +  𝑉 → 3 𝑈,  𝐵 → 𝑉,  𝑈 ⇄ 𝐴.   
Полагая, что 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡) – концентрации активатора 𝑈 и ингибитора 𝑉, а концентрации 

реактантов 𝐴 и 𝐵 постоянны и равны 𝑎, 𝑏, приходим к следующим слагаемым реакции в уравне-
нии (1): 𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑢2𝑣 − 𝑢 + 𝑎,  𝑔(𝑢, 𝑣) = −𝑢2𝑣 + 𝑏.               (4) 

Положение равновесия системы Шнакенберга (1), (2), (4) имеет вид 

 (𝑢0, 𝑣0) = (𝑎 + 𝑏,  𝑏(𝑎+𝑏)2). Учитывая химический смысл системы, потребуем выполнения 

условия положительности 𝑎 + 𝑏 > 0,  𝑏 > 0.                        (5) 

Система Шнакенберга и брюсселятор изначально рассматривались в качестве моделей хи-
мических систем, в которых рождается предельный цикл в результате колебательной потери 
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устойчивости. В настоящей работе будем интересоваться зарождением стационарных про-
странственно-неоднородных структур, возникающих при монотонной потере устойчивости 
пространственно-однородного положения равновесия системы. 

Цель настоящей работы – исследование диффузионной неустойчивости положения равно-
весия (𝑢0, 𝑣0) для данных моделей, а именно нахождение критического коэффициента диффу-
зии, построение и визуализация области неустойчивости Тьюринга на плоскости параметров 
системы, определение диапазона критических волновых чисел, при которых возникает диффу-
зионная неустойчивость, а также обобщение этих результатов на более широкий класс систем 
реакция – диффузия. 

 
Необходимые ограничения на параметры системы при неустойчивости Тьюринга 

 

Дадим основные определения и выведем необходимые условия неустойчивости Тьюринга. 
Сначала рассмотрим линеаризованную систему (1), (2) в бездиффузионном приближении d𝐲d𝑡 = 𝐉𝐲,  𝐲 ∈ R2.                         (6) 

Здесь 𝐉 = ( 𝑓𝑢 𝑓𝑣𝑔𝑢 𝑔𝑣) |(u0,v0) – матрица Якоби линеаризованной в точке (𝑢0, 𝑣0) нелинейной си-
стемы уравнений (1), (2). 

Найдем след и определитель матрицы 𝐉 и выпишем условия принадлежности спектра устой-
чивости системы (6) открытой левой полуплоскости: Tr(𝐉) = 𝑓𝑢 + 𝑔𝑣 < 0;  Det(𝐉) = 𝑓𝑢𝑔𝑣 − 𝑓𝑣𝑔𝑢 > 0.              (7) 

Пусть 𝐻 – гильбертово пространство вектор-функций 𝐰 = (𝑢, 𝑣) с компонентами 

 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿2(𝐻) и оператор 𝐀0: 𝐻 → 𝐻, действующий по правилу 𝐀0 = 𝐃∆, определен на множестве 
вектор-функций 𝐰 = (𝑢, 𝑣) с компонентами из пространства Соболева 𝑊22(Ω), удовлетворяю-
щими краевым условиям (2), где 𝐃 = (1 00 𝑑)  – матрица. 

Тогда линеаризованная на (𝑢0, 𝑣0) система с диффузией сводится к уравнению в гильберто-
вом пространстве 𝐻 𝐰𝑡 = 𝐀𝐰;  𝐀 = 𝐀0 + 𝐉.                       (8) 

Положение равновесия (𝑢0, 𝑣0) системы  (1), (2) называется неустойчивым по Тьюрингу [10], 
если выполняются два условия: 1) собственные значения линеаризованной системы в отсутствие 
диффузии  (6)  лежат строго в левой полуплоскости; 2) существует собственное значение лине-
аризованной системы с диффузией (8), которое лежит в правой полуплоскости. 

Область на плоскости (𝑎, 𝑏) (или (𝐴, 𝐵)) параметров системы с диффузией, содержащая та-
кие параметры, для которых имеет место неустойчивость Тьюринга, а коэффициент диффузии 𝑑 фиксирован, называется областью диффузионной неустойчивости (неустойчивости 
Тьюринга) [1]. 

Критическим значением параметра 𝑑 называется такое 𝑑𝑐, при котором спектр линеаризован-
ной системы с диффузией лежит строго в левой полуплоскости, за исключением одного соб-
ственного значения  λ(𝑑𝑐) = 0, причем пересечение мнимой оси происходит трансверсально: λ′(𝑑𝑐) ≠ 0 (штрих означает дифференцирование по 𝑑).  

В [11] область необходимых и достаточных условий неустойчивости Тьюринга для системы 
Шнакенберга исследована в переменных, предложенных в [12]. Нелинейный анализ бифуркаций, 
приводящих к рождению тьюринговых структур в однопараметрической системе Гирера – Мей-
нхардта, проведен в [13]. 

В настоящей работе применяется замена переменных (Det(𝐉), 𝑓𝑢), предложенная в [14] (см. 
также [15]), позволяющая упростить исследование области неустойчивости Тьюринга для класса 
систем, подчиняющихся предположениям, сформулированным в [14]. К этому классу систем 
принадлежат система Шнакенберга и брюсселятор. 

Визуализация области неустойчивости Тьюринга для брюсселятора и системы Шнакенберга 
проведена в [11, 16, 17]. 

Для исследования неустойчивости Тьюринга рассмотрим линейную спектральную задачу для 
оператора 𝐀 в 𝐻: 𝐀𝛗 = λ𝛗,  𝛗 ≠ 0.                        (9) 
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Определим необходимые условия, при которых существует собственное значение линеаризо-
ванной системы с диффузией (8), лежащее в замкнутой правой полуплоскости. 

Пусть ψ𝑘 – собственные функции, отвечающие собственным значениям μ𝑘 оператора  −Δ с 
краевыми условиями Неймана, 𝑘 = 0, 1, 2 … Δψ𝑘 + μ𝑘ψ𝑘 = 0,  𝑥 ∈ Ω, 𝜕𝜓𝑘𝜕𝑛  |𝜕Ω = 0.                (10) 

Будем предполагать, что  μ𝑘 (10) являются простыми. В одномерном случае это условие вы-
полняется автоматически; в случае прямоугольного параллелепипеда достаточно предположить 
несоизмеримость квадратов его сторон. 

Разыскивая 𝛗 (9) в виде ряда по собственным функциям оператора Лапласа  
 𝛗 = ∑ 𝐂𝑘ψ𝑘∞𝑘=0 ,  𝐂𝑘 = (𝐶𝑘1, 𝐶𝑘2), для любого фиксированного значения 𝑘 приходим к линейной 
системе вида 𝐉k𝐂𝑘 = λ𝑘𝐂𝑘,  𝐂𝑘 ≠ 0, где 𝐉k – матрица, соответствующая 𝑘-му элементу диагонали 
матрицы оператора 𝐀; λ𝑘 и 𝐂𝑘 – отвечающие ей собственное значение и собственный вектор: 𝐉k = (𝑓𝑢 − 𝜇𝑘 𝑓𝑣𝑔𝑢 𝑔𝑣 − 𝑑𝜇𝑘) |(𝑢0,𝑣0).                  (11) 

Интересуясь неустойчивостью (𝑢0, 𝑣0), найдем след и определитель матрицы 𝐉k: 

Tr(𝐉k) = Tr(𝐉) − (1 + 𝑑)𝜇𝑘 ,          
Det(𝐉k) = 𝑑𝜇𝑘2 − (𝑑 ⋅ 𝑓𝑢 + 𝑔𝑣)𝜇𝑘 + Det(𝐉).  
Так как Det(𝐉) > 0 (7), то потеря устойчивости может произойти лишь при   𝑘 > 0 . В этом 

случае μ𝑘 > 0. Следовательно, выполняется неравенство Tr(𝐉k) < Tr(𝐉) < 0, и положение равно-
весия (𝑢0, 𝑣0) может потерять устойчивость, только если Det(𝐉k) = 0. 

Введем обозначение ℎ(𝜇) ≡ 𝑑𝜇2 − (𝑑 ⋅ 𝑓𝑢 + 𝑔𝑣)𝜇 + Det(𝐉).                 (12) 

Тогда ℎ(𝜇𝑘) = Det(𝐉k), где матрица 𝐉k определена в (11). Необходимыми условиями суще-
ствования положительного корня квадратного трехчлена ℎ(𝜇) (12) является неотрицатель-
ность дискриминанта, а также отрицательность второго коэффициента, что соответствует не-
равенству 𝑑 ⋅ 𝑓𝑢 + 𝑔𝑣 > 0.                        (13) 

Как известно [1], необходимыми условиями неустойчивости Тьюринга являются отрицатель-
ность следа, положительность определителя матрицы 𝐉, неотрицательность дискриминанта трех-
члена ℎ(μ) с учетом выполнения (13): 

Tr(𝐉) ≡ 𝑓𝑢 + 𝑔𝑣 < 0,
Det(𝐉) ≡ 𝑓𝑢𝑔𝑣 − 𝑓𝑣𝑔𝑢 > 0𝑑 ⋅ 𝑓𝑢 + 𝑔𝑣 ≥ 2√𝑑√Det(𝐉).,                     (14) 

Полученные условия задают область на плоскости параметров (𝑎, 𝑏) (или (𝐴, 𝐵)), ограни-
ченную кривой нулевого следа Tr𝐉 = 0, дискриминантной кривой D(ℎ) = 0 и геометрическим 
местом точек Det𝐉 = 0. Будем называть (14) областью необходимых условий неустойчивости 
Тьюринга. 

В совокупности из условия отрицательности следа (7) и условия (13) следуют ограничения на 
параметры системы, при которых возможна неустойчивость Тьюринга: 𝑑 ≠ 1;  𝑓𝑢 ⋅ 𝑔𝑣 < 0.                       (15) 

Для нахождения необходимых условий неустойчивости Тьюринга выпишем элементы мат-
рицы Якоби 𝐉 для системы Шнакенберга: 𝑓𝑢 = 𝑏−𝑎𝑎+𝑏 ;  𝑓𝑣 = (𝑎 + 𝑏)2; 𝑔𝑢 = − 2𝑏𝑎+𝑏 ;  𝑔𝑣 = −(𝑎 + 𝑏)2          (16) 

и брюсселятора: 𝑓𝑢 = 𝐵 − 1;  𝑓𝑣 = 𝐴2; 𝑔𝑢 = −𝐵;  𝑔𝑣 = −𝐴2.              (17) 

В обоих случаях 𝑔𝑣 < 0, поэтому из (15) следует 𝑓𝑢 > 0. Для системы Шнакенберга (по предпо-
ложению (5)) это условие выполняется. В случае брюсселятора потребуем выполнения неравенств 𝐴 > 0,  𝐵 − 1 > 0.                       (18) 
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Области необходимых условий неустойчивости Тьюринга для системы Шнакенберга на плос-
кости (𝑎, 𝑏) и брюсселятора на плоскости (𝐴, 𝐵) имеют вид  {𝑏−𝑎𝑎+𝑏 − (𝑎 + 𝑏)2 < 0𝑑 𝑏−𝑎𝑎+𝑏 − (𝑎 + 𝑏)2 ≥ 2√𝑑(𝑎 + 𝑏),                   (19) 

{(𝐵 − 1) − 𝐴2 < 0𝑑(𝐵 − 1) − 𝐴2 ≥ 2√𝑑𝐴.                      (20) 

Очевидно, что замена переменных 𝐴 = 𝑎 + 𝑏,  𝐵 = 2𝑏𝑎+𝑏 переводит матрицы Якоби для си-
стемы Шнакенберга и брюсселятора (16), (17) друг в друга. Области неустойчивости Тьюринга 
(19) и (20) для этих двух систем при ограничениях на параметры (5) и (18) качественно одина-
ковы в переменных (𝑎, 𝑏) и (𝐴, 𝐵). Далее будет показано, что ограничение 𝑎 > 0, вытекающее из 
химического смысла системы Шнакенберга, приводит к качественным различиям областей не-
устойчивости Тьюринга для данных систем. 

В [14] предложена замена переменных, которая позволяет упростить исследование области 
неустойчивости Тьюринга для класса систем, подчиняющихся определенным предположениям 
(гипотезам). Упрощение состоит в представлении области неустойчивости Тьюринга в некото-
ром стандартном виде. Пусть выполнено предположение (гипотеза) (𝐻1): 𝑓𝑢 > 0.  Тогда автома-
тически выполняются неравенства 𝑔𝑣 < 0  и 𝑑 > 1. 

Предположим также, что выполняется условие (𝐻2):  −𝑔𝑣 выражается как монотонно возрас-
тающая гладкая функция от Det(𝐉)  −𝑔𝑣 = 𝐹(Det(𝐉)). 

Для системы Шнакенберга и брюсселятора предположения (𝐻1) и (𝐻2) выполняются при 

 𝐹 = Det(𝐉). Следуя [14], для описания области необходимых (а затем и достаточных) условий 
диффузионной неустойчивости применим переменные (Det(𝐉), 𝑓𝑢), в которых матрица Якоби для 

системы Шнакенберга и брюсселятора имеет вид   𝐉 = ( 𝑓𝑢 Det(𝐉)−1 − 𝑓𝑢 −Det(𝐉)) |(𝑢0,𝑣0). 
Тогда область необходимых условий диффузионной неустойчивости [14, 15] задается нера-

венствами:  
Det(𝐉) > 0,     

1𝑑 Det(𝐉) + 2√𝑑 √Det(𝐉) ≤ 𝑓𝑢 < Det(𝐉),               (21) 

ограничена кривой нулевого следа 𝑓𝑢 = Det(𝐉)                           (22) 

и дискриминантной кривой (𝑓𝑢)0 = 1𝑑 Det(𝐉) + 2√𝑑 √Det(𝐉).                     (23) 

Найдем точку пересечения кривых (22) и (23): 

Det(𝐉) = 4𝑑(𝑑−1)2 ,  𝑓𝑢 = 4𝑑(𝑑−1)2 .                    (24) 

Ограничение a > 0 для системы Шнакенберга в обобщенных переменных приводит к неравенству 𝑓𝑢 < 1. Для того чтобы область необходимых условий была пуста, необходимо и достаточно выпол-
нение неравенства 𝑓𝑢 ≥ 1, где 𝑓𝑢 определено в (24). Элементарными выкладками доказывается 

Утверждение. При 𝑑 > 1, в отсутствие других ограничений, область необходимых условий 
неустойчивости Тьюринга (21) не пуста. Если дополнительно предположить, что 𝑓𝑢 < 1, то она 
пуста, когда коэффициент диффузии подчиняется неравенству 1 < 𝑑 ≤ (1 + √2)2

, и не пуста 
при 𝑑 > (1 + √2)2

. 

Заметим, что похожее ограничение на коэффициент диффузии 𝑑 ≥ (1 + √2)2
 возникает при 

нахождении области неустойчивости Тьюринга в однопараметрической системе Гирера – Мей-
нхардта [13], так как для этой системы выполняется равенство 𝑓𝑢 = 1. 

 

Достаточные условия неустойчивости Тьюринга 

 

Выразив 𝑓𝑢 из ℎ(𝜇𝑘) (12) через Det𝐉, для фиксированных 𝑘 получим семейство кривых, называ-
емых кривыми достаточных условий. Для системы Шнакенберга и брюсселятора они имеют вид (𝑓𝑢)𝑘(Det𝐉) = 𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1𝑑𝜇𝑘 Det𝐉.                    (25) 
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В [11, 14, 15] показано, что для Det𝐉 > 0 соседние кривые (𝑓𝑢)𝑘(Det𝐉) и (𝑓𝑢)𝑘+1(Det𝐉) имеют 
единственную точку пересечения, абсцисса и ордината которой находятся по формулам: (Det𝐉)𝑘,𝑘+1 = 𝑑𝜇𝑘𝜇𝑘+1;  (𝑓𝑢)𝑘,𝑘+1 = 𝛾𝑘 ,  𝛾𝑘 = 𝜇𝑘𝜇𝑘+1 + 𝜇𝑘 + 𝜇𝑘+1.       (26) 

Подчеркнем, что комбинация собственных значений оператора Лапласа γ𝑘 (26) служит для 
описания области неустойчивости Тьюринга не только для систем реакция – диффузия, подчи-
няющихся условиям (𝐻1) и (𝐻2), но и для других систем, например системы Гирера – Мейн-
хардта [13]. 

 

Случай больших коэффициентов диффузии 

 

Пусть значение 𝑑 удовлетворяет условию 𝑑 > 1 + 1𝜇1 + 1𝜇2.                         (27) 

Для аналитического задания области неустойчивости Тьюринга введём обозначение для объ-
единения кривых достаточных условий (25) при 𝑘 ≥ 1: 

Z1(Det𝐉) = ⋃ {(𝑓𝑢)𝑘(Det𝐉)𝑘≥1 ,Det𝐉 ∈ [(Det𝐉)𝑘−1,𝑘; (Det𝐉)𝑘,𝑘+1]}.         (28) 

Множество Z1(Det𝐉) (28) является наряду с кривой нулевого следа границей области доста-
точных условий неустойчивости Тьюринга. 

В качестве значения (Det𝐉)0,1 выступает абсцисса точки пересечения кривой (𝑓𝑢)𝑚 (25) с кри-
вой нулевого следа при 𝑚 = 1: (Det(𝐉))0,𝑚 = 𝑑μ𝑚2μ𝑚(𝑑−1)+1 = (𝑓𝑢)0,𝑚.                  (29) 

Тогда область необходимых и достаточных условий для брюсселятора и системы Шнакен-
берга (без учета предположения 𝑓𝑢 < 1) в переменных (Det𝐉, 𝑓𝑢) имеет вид  𝑓𝑢 < Det𝐉, Det𝐉 > 0; 𝑓𝑢 ≥ Z1(Det𝐉). 

Теперь учтем ограничение 𝑓𝑢 < 1, равносильное предположению 𝑎 > 1 для системы Шнакен-
берга. Получим, что область достаточных условий пуста тогда и только тогда, когда (𝑓𝑢)0,1 ≥ 1, 

где 𝑓𝑢 берется из (29) при 𝑚 = 1. Переход к обобщенным переменным позволяет дать наглядное 
геометрическое описание области необходимых и достаточных условий неустойчивости 
Тьюринга. 

Пусть 𝑋𝑚 – абсцисса точки пересечения кривой достаточных условий (𝑓𝑢)𝑚 (25) и прямой 𝑓𝑢 = 1: 𝑋𝑚 = 1−μ𝑚1+μ𝑚 𝑑μ𝑚.                        (30) 

Через 𝑇𝑚(1) обозначим контур треугольника, ограниченного кривыми (25), (23) и прямой 𝑓𝑢 = 1: 𝑓𝑢 = μ𝑚 + μ𝑚+1𝑑μ𝑚 Det𝐉,  Det𝐉 ∈ [(Det𝐉)0,𝑚, 𝑋𝑚], 
 𝑓𝑢 = Det𝐉,  Det𝐉 ∈ [(Det𝐉)0,𝑚, 1],                    (31) 𝑓𝑢 = 1,  Det𝐉 ∈ [1, 𝑋𝑚]. 
Через 𝑇𝑚(γ𝑚) обозначим контур треугольника, который отличается от 𝑇𝑚(1) тем, что вместо 

прямой 𝑓𝑢 = 1 он ограничен прямой 𝑓𝑢 = γ𝑚: 𝑓𝑢 = μ𝑚 + μ𝑚+1𝑑μ𝑚 Det𝐉,  Det𝐉 ∈ [(Det𝐉)0,𝑚, (Det𝐉)𝑚,𝑚+1], 𝑓𝑢 = Det𝐉,  Det𝐉 ∈ [(Det𝐉)0,𝑚, γ𝑚],                     (32) 𝑓𝑢 = γ𝑚,  Det𝐉 ∈ [γ𝑚, (Det𝐉)𝑚,𝑚+1]. 
Аналогично определим контур четырехугольника Π𝑘(1), ограниченного кривыми (25), (23) и 

прямыми 𝑓𝑢 = 1, 𝑓𝑢 = γ𝑘−1: 𝑓𝑢 = γk−1,  Det𝐉 ∈ [γ𝑘−1, (Det𝐉)𝑘−1,𝑘],  𝑓𝑢 = μk + μk+1dμk Det𝐉,  Det𝐉 ∈ [(Det𝐉)𝑘−1,𝑘, X𝑘],                 (33) 𝑓𝑢 = Det𝐉,  Det𝐉 ∈ [γ𝑘−1, 1],      𝑓𝑢 = 1,  Det𝐉 ∈ [1, X𝑘],       
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и контур четырехугольника Π𝑘(γ𝑘): 𝑓𝑢 = γ𝑘−1,  Det𝐉 ∈ [γ𝑘−1, (Det𝐉)𝑘−1,𝑘],  𝑓𝑢 = μ𝑘 + μ𝑘+1𝑑μ𝑘 Det𝐉,  Det𝐉 ∈ [(Det𝐉)𝑘−1,𝑘, (Det𝐉)𝑘,𝑘+1],             (34) 𝑓𝑢 = Det𝐉,  Det𝐉 ∈ [γ𝑘−1, γ𝑘], 𝑓𝑢 = γ𝑘 ,  Det𝐉 ∈ [γ𝑘, (Det𝐉)𝑘,𝑘+1].  
Введение обобщенных переменных (Det(𝐉), 𝑓𝑢) позволяет классифицировать всевозможные 

случаи качественного поведения системы и дать описание области неустойчивости Тьюринга во 
всех указанных случаях.  

Лемма 1 .  Пусть 𝑓𝑢 < 1. Тогда область неустойчивости Тьюринга пуста в двух случаях:  
1) при 𝜇1 ≥ 1; 2) при 𝜇1 < 1 и γ1 > 1 в интервале изменения коэффициента диффузии 1 + 1μ1 + 1μ2 < 𝑑 ≤ (1 + 1μ1) 11−μ1.                    (35) 

Доказательство. Если выполняется условие на коэффициент диффузии (27), то при наличии 
ограничения 𝑓𝑢 < 1 область неустойчивости Тьюринга пуста тогда и только тогда, когда выпол-
няется неравенство (𝑓𝑢)0,1 = 𝑑μ12μ1(𝑑−1)+1 ≥ 1.                      (36) 

Условие (36) перепишем в виде d(1 − μ1) ≤ 1 + 1μ1. 
Если μ1 ≥ 1, то неравенство (36) выполняется. Если μ1 < 1, то область неустойчивости будет 

пуста в диапазоне изменения коэффициента диффузии (35) при условии, что правая граница диа-
пазона больше, чем левая. Элементарные выкладки показывают, что данное условие равно-
сильно γ1 > 1. 

Замечание 1. Лемма 1 уточняет утверждение теоремы 4 из [11]. 
Лемма 2.  Условие 𝑑 > (1 + 1μ1) 11−μ1                        (37) 

равносильно неравенству 𝑋1 > 1. 

Доказательство получается непосредственной подстановкой выражения (30) при 𝑚 = 1 в не-
равенство 𝑋1 > 1. 

Замечание 2. Геометрически неравенство (37) имеет следующий смысл: треугольник 𝑇1(1) 

не пуст, т.е. точка пересечения (𝑓𝑢)1 с прямой 𝑓𝑢 = 1 расположена правее точки пересечения 
кривой необходимых условий 𝑓𝑢 < Det𝐉 с той же прямой. 

Лемма 3.  Если 𝑑𝜇1𝜇2 > 𝛾1, то 𝑑𝜇2𝜇3 > 𝛾2. 

Доказательство. Из неравенства (27) вытекает неравенство 𝑑 > 1 + 1μ2 + 1μ3. Это верно, так 
как 𝜇1 < 𝜇3. 

Лемма 4. Если при 𝑘 ≥ 2 выполняется неравенство γ𝑘−1 < 1 < γ𝑘, то 1 < X𝑘 < 𝑑μ𝑘μ𝑘+1. 
Доказательство. С учетом выражения (30) доказываемое неравенство равносильно неравенству 1 < 1−μ𝑘1+μ𝑘 𝑑μ𝑘 < 𝑑μ𝑘μ𝑘+1.                     (38) 

Правое неравенство в (38) преобразуется к 1 < γ𝑘, а левое равносильно   d > (1 + 1μk) 11−μk . 

При γ𝑘−1 < 1 и 𝑘 ≥ 2    (1 + 1μ𝑘) 11−μ𝑘 ≤ 1 + 1μ𝑘−1 + 1μ𝑘 ≤ 1 + 1μ1 + 1μ2, что доказывает данное 

утверждение. 
Замечание 3. Лемма 3 имеет геометрическую трактовку. Если области достаточных условий 

принадлежит треугольник 𝑇1(γ1), то четырехугольник Π2(γ2) не пуст. Но с учетом леммы 4 при 
ограничении γ1 < 1 < γ2 (ввиду условия 𝑓𝑢 < 1) области достаточных условий принадлежит 
только часть этого четырехугольника Π2(1). По индукции распространяем это утверждение на 
произвольное 𝑘 ≥ 2. 

Случай равенства γ𝑘 = 1 рассматривается отдельно. 
Лемма 5.  При 𝑘 ≥ 1 равенство γ𝑘 = 1 равносильно совпадению абсцисс 𝑋𝑘 и (Det𝐉)𝑘,𝑘+1   X𝑘 = dμ𝑘μ𝑘+1. 
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Теорема 1. Пусть выполняются условия (27) и 𝑓𝑢 < 1. Тогда: 
‒ если γ0 ≥ 1, то область достаточных условий пуста; 
‒ если γ0 < 1, но γ1 > 1, то в интервале изменения коэффициента диффузии (35) область до-

статочных условий пуста, а при выполнении условия (37) область не пуста и ограничена тре-
угольником 𝑇1(1)  (31) при 𝑚 = 1; 

‒ если γ0 < 1, но γ1 = 1, то область ограничена треугольником 𝑇1(γ1)  (32) при 𝑚 = 1; 

‒ если γ1 < 1, а γ2 > 1, то область достаточных условий состоит из объединения треугольника 𝑇1(γ1)  (32) и четырехугольника Π2(1) (33) при 𝑘 = 2; 

‒ если γ1 < 1, а γ2 = 1, то область достаточных условий состоит из объединения треугольника 𝑇1(γ1)  (32) и четырехугольника Π2(γ2)  (34) при 𝑘 = 2;  

‒ если γ𝑘−1 < 1 < γ𝑘 при 𝑘 ≥ 3, то область достаточных условий состоит из объединения 𝑇1(γ1) ⋃ Π2(γ2) ⋃ … ⋃ Π𝑘(1); 

‒ если  γ𝑘−1 < 1, γ𝑘 = 1, при 𝑘 ≥ 3, то область достаточных условий состоит из объединения T1(γ1) ⋃ Π2(γ2) ⋃ … ⋃ Π𝑘(γ𝑘). 

С использованием Python написана программа, позволяющая изобразить области диффу-
зионной неустойчивости  исследуемых систем при изменении коэффициента диффузии на 
плоскостях параметров (𝑎, 𝑏), (𝐴, 𝐵), а также в обобщенных переменных  (Det(𝐉), 𝑓𝑢).  На ри-
сунке показаны области неустойчивости Тьюринга в указанных переменных. Рассматрива-
ется одномерный случай  𝛺 = (0, 𝑙)  для фиксированного коэффициента диффузии  𝑑 и длины 
отрезка 𝑙 изменения пространственной переменной 𝑥. Штриховкой выделена область доста-
точных условий неустойчивости Тьюринга, черным цветом закрашена область изменения па-
раметров, при которых выполняются необходимые условия, но не выполняются достаточные.  

 

Случай произвольных коэффициентов диффузии 

 

Пусть теперь значение 𝑑 удовлетворяет условию 1 + 1μ𝑚 + 1μ𝑚+1 < d ≤ 1 + 1μ𝑚 + 1μ𝑚−1 .                  (39) 

В [11] показано, что при выполнении условия (39) и отсутствии других ограничений диапазон 
волновых чисел, для которых имеет место неустойчивость Тьюринга, начинается с 𝑘 = 𝑚, где 𝑚 ≥ 2. Аналогично теореме 1 доказывается  

Теорема 2.  Пусть выполняются условия (39) и 𝑓𝑢 < 1. Тогда: 
‒ если γ𝑚−1 ≥ 1, то область достаточных условий пуста; 
‒ если γ𝑚−1 < 1, но γ𝑚 > 1, то в интервале изменения коэффициента диффузии 

 1 + 1μ𝑚 + 1μ𝑚+1 < 𝑑 ≤ (1 + 1μ𝑚) 11−μ𝑚 область достаточных условий пуста, а при выполнении 

условия  (1 + 1μ𝑚) 11−μ𝑚 < 𝑑 ≤ 1 + 1μ𝑚 + 1μ𝑚−1 область не пуста и ограничена треугольником 𝑇𝑚(1) (31); 

‒ если γ𝑚−1 < 1, но γ𝑚 = 1, то область ограничена треугольником 𝑇𝑚(γ𝑚)  (32); 

‒ если γ𝑚 < 1, а γ𝑚+1 > 1, то область достаточных условий состоит из объединения треуголь-
ника 𝑇𝑚(γ𝑚)  (32) и четырехугольника Π𝑚+1(1) (33) при 𝑘 = 𝑚 + 1; 

‒ если γ𝑚 < 1, а γ𝑚+1 = 1, то область достаточных условий состоит из объединения треуголь-
ника 𝑇𝑚(γ𝑚) (32) и четырехугольника Π𝑚+1(γ𝑚+1) (34) при 𝑘 = 𝑚 + 1; 

‒ если γ𝑘−1 < 1 < γ𝑘, при 𝑘 ≥ 𝑚 + 2, то область достаточных условий состоит из объедине-
ния 𝑇m(γm) ⋃ Πm+1(γm+1) ⋃ … ⋃ Π𝑘(1); 

‒ если γ𝑘−1 < 1, γ𝑘 = 1, при 𝑘 ≥ 𝑚 + 2, то область достаточных условий состоит из объеди-
нения T𝑚(γ𝑚) ⋃ Π𝑚+1(γ𝑚+1) ⋃ … ⋃ Π𝑘(γ𝑘). 
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а/а    

 
б/b    

 
в/с 

 

Область достаточных условий неустойчивости Тьюринга: а – для брюсселятора в переменных (A, B)  
 d=40, l=15; б – для системы Шнакенберга в переменных (a, b) при a>0, d=40,  l=15; в – в обобщенных  

переменных (det𝐉, fu) при fu<1, d=40, l=15 / The region of sufficient conditions for Turing:  
a - for the Brusselator in variables (A, B) for d=40,  l=15; b - for the Schnakenberg system in variables (a, b) 

 for a>0, d=40,  l=15; c - in generalized variables (det𝐉, fu) for fu<1, d=40, l=15 

b 

В 
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Заключение 

 

Рассмотрены двухпараметрические системы химической кинетики – система Шнакенберга и 
брюсселятор с параметрами (𝑎, 𝑏) и (𝐴, 𝐵) соответственно, а также абстрактная система уравне-
ний, которая служит их обобщением. Приведена замена переменных (параметры системы), в ко-
торых указанные системы совпадают в линейном приближении в окрестностях положений рав-
новесия. Найдены области неустойчивости Тьюринга для указанных систем на плоскостях пара-
метров систем и в обобщенных переменных, в которых данные системы совпадают в линейном 
приближении. Исследованы области, где выполняются необходимые, а также необходимые и до-
статочные условия неустойчивости Тьюринга. Описание области необходимых и достаточных 
условий неустойчивости Тьюринга дано для любого коэффициента диффузии 𝑑 > 1. В соответ-
ствии с утверждениями, доказанными ранее [11, 14, 15],  возможны два качественно различных 
случая: диапазон волновых чисел начинается с 𝑘 = 1 и 𝑘 = 𝑚 ≥ 2. Разработано приложение в 
среде Python, позволяющее проводить визуализацию областей неустойчивости Тьюринга при 
фиксированном коэффициенте диффузии. Показано, что если предполагать только положитель-
ность положений равновесия указанных систем, то как область необходимых условий, так и об-
ласть необходимых и достаточных условий не пусты и не ограничены. В случае, когда на пара-
метры системы накладывается дополнительное ограничение, соответствующее условию 𝑎 > 0 
для системы Шнакенберга, области неустойчивости Тьюринга становятся ограниченными; ука-
заны условия, при которых они представляют собой пустое множество.  
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АЭРОДИНАМИЧЕСКОЕ КАЧЕСТВО ТОНКОГО КРЫЛА  
С ВИНГЛЕТАМИ РАЗЛИЧНОЙ ВЫСОТЫ   

 
Илья Константинович Самсонов 1, Межлум Альбертович Сумбатян 2  
1, 2Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону, Россия 
1hazar7073@yandex.ru  
2masumbatyan@sfedu.ru 

 
Аннотация. Рассматривается задача несимметричного обтекания потоком воздуха тонкого крыла с 

винглетами. Определяется степень влияния высоты винглетов на подъёмную силу и аэродинамическое ка-
чество тонкого крыла. В рамках этой теории задача сводится к системе трех двумерных интегральных 
уравнений. Для её решения представлена дискретная форма уравнений, полученная на основе метода дис-
кретных вихрей. Описана методика расчета индуктивного сопротивления, вязкого трения, подсасывающей 
силы и аэродинамического качества. Представлены данные, полученные с помощью математической мо-
дели, основанной на линеаризованной теории тонкого крыла и методе малых возмущений. Сделаны выводы 
о влиянии высоты винглетов на подъёмную силу и аэродинамическое качество. Рост высоты винглетов 
приводит к линейному увеличению подъемной силы. Отмечается, что на углах атаки до 4° высота вингле-
тов не влияет на аэродинамическое качество,  а выше 4° – повышает его. 
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Abstract. The paper considers the problem of asymmetrical airflow around a thin wing with winglets. There is 

studied the effect of winglets height on lifting force and aerodynamic quality of a thin wing. In frames of this 
theory, the problem is reduced to a system of three dual integral equations. To solve this system, a discrete form 
of equations which based on the discrete vortex method is presented. A method for calculating inductive drag, 
viscous friction, suction force and aerodynamic quality is described. There are presented the data obtained by 
using a mathematical model, which is based on a linearized theory of thin wing and a method of small perturba-
tions. Conclusions about the effect of winglets on the lifting force and aerodynamic quality are made. Increasing 
the height of the winglets leads to a linear increase in lifting force. It is noted that at angles of attack up to 4°, 
winglets do not increase aerodynamic quality. At angles above 4°, increasing the height of the winglets increases 
aerodynamic quality of a thin wing. 
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Введение 
 

Летательные аппараты (ЛА) являются сложными и комплексными устройствами. Для их со-
здания используются как научные, так и инженерные методы. Еще на стадии проектирования 
необходимо учитывать множество переменных, которые непосредственно влияют на ЛА. Все 
эти мероприятия нужно проводить для минимизации натурных экспериментов и лётных испыта-
ний. Для ЛА самолетного типа наиболее важной и комплексной характеристикой является аэро-
динамическое качество крыла, которое наиболее точно позволяет оценить его эффективность. 
Еще на заре авиастроения и аэродинамики аэродинамическому качеству крыла было посвящено 
множество исследований [1–3]. 

Сегодня существует много методов улучшения аэродинамического качества крыла. В авиа-
ции экспериментально и теоретически выведены оптимальные профили крыла [4, 5]. В конструк-
ции ЛА использовалась различная геометрия крыла [6–8], форма законцовок (винглетов) [9]. Как 
правило, исследование влияния форм винглетов на аэродинамику крыла предполагает натурные 
эксперименты, поскольку теоретически описать сложную форму винглета (например, спираль-
ную) на данный момент не представляется возможным. Существует способ теоретического ис-
следования аэродинамики крыла произвольной формы при помощи метода дискретных вихрей 
(ДВ) [10] и различных коммерческих программных пакетов [11], влияния некоторых форм вин-
глетов, но учесть действие большинства винглетов таким образом очень сложно. Кроме того, для 
таких расчетов необходимы современные высокопроизводительные системы, и даже с такими 
системами расчет аэродинамики ЛА требует больших затрат времени. 

В связи с этим основной целью данной работы является распространение классической тео-
рии тонкого крыла на случай крыла с винглетами и разработка эффективного метода расчета для 
такой аэродинамической системы.  

Заметим, что в работах [12, 13] метод, развиваемый в данной статье, был применен лишь к 
частному случаю симметричного обтекания. Мы обобщаем его на общий случай.  

 
Постановка задачи 

 

Тонкое крыло с двумя вертикальными винглетами, паралельными плоскости  z,x , обтека-
ется равномерным однородным потоком идеальной несжимаемой жидкости со скоростью 0V , 

направленной параллельно оси x . Тонкое крыло представляет собой жесткую слабоизогнутую 
пластинку, поверхность которой определяется уравнением  yxfz , :  1/,1/  yfxf . 

Угол пластинки относительно набегающего потока (угол атаки) –  ; длина и ширина крыла – 

l2 , a2  соответственно. Схема обтекания тонкого крыла с винглетами представлена на рис. 1. 
В рамках линейной теории малых возмущений, при ppp  0 , '0 VVV  , 1/' 0 VV , 

1/ 0  pp , в случае несжимаемой жидкости справедливы следующие соотношения: 
.',0   V                         (1) 

 Линеаризованный интеграл Бернулли, согласно [14, 15], имеет вид 

02,02 00 





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x
V

p
VV

p
x




.                  (2) 

Из формул (1) и (2) следует, что аэродинамическое давление в данном случае удовлетворяет 
уравнению Лапласа: 0p . Граничное условие на крыле может быть спроецировано на плос-
кость  yx, . 
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Рис. 1. Схема обтекания тонкой пластинки с винглетами  
/ Fig. 1. Scheme of the flow past a thin plate with winglets 

 
Из теории потенциала [15, 16]  
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где ),,( zyxR  – произвольная фиксированная точка наблюдения в жидкости; ),,( r  – 

точка, перемещающаяся по поверхности при интегрировании; extS  – внешняя поверхность по 
отношению к S ; rn  – внешняя нормаль к extS . 

Докажем, что второе подынтегральное выражение равно нулю: 
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поскольку для жесткого крыла применимо условие непроницаемости на крыле   0
Sn

V , а по-
верхности 21,, SSSw  параллельны оси x .  

Тогда соотношение (3) с учетом (2) и граничного условия (4) сводится к виду 
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Здесь функция   представляет собой локальный скачок давления на поверхности S , а именно 
      Spp   rrrr , . 

Поскольку винглеты расположены вертикально по отношению к основному крылу, то урав-
нение (5) можно представить в виде  
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    21222
zyxqw   ,       21222

1 zylxq   ,       21222
2 zylxq   . 
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Проинтегрируем (6) от   до x  по переменной x . Взяв табличные интегралы [17], полу-
чим 
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В представлении (8) функция  yxw ,  отвечает за локальную подъемную силу на основном 
крыле;  z,1 x ,  z,2 x – за локальную разность давлений на сторонах винглета 1S , 2S  (рис. 1). 
На основном крыле wS  линеаризованные компоненты единичной нормали к поверхности wS  

равны  1,/,/ yfxf n , поэтому условие непроницаемости   0nV  в линейном 
приближении принимает вид 
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На винглетах 1S  и 2S  
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Выражение (8) с учетом граничных условий (9), (10) приводит к системе трех двумерных ин-
тегральных уравнений относительно функций  yxw , ,  zx,1 ,  zx,2 : 
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При этом полная подъемная сила крыла P  вычисляется по формуле 
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Дискретная форма системы 3×3 и аэродинамическое качество 

 

Дискретизация формул (11)–(13) производилась на основе метода ДВ [10, 15, 16]. Выберем 
вдоль потока, размаха и высоты винглетов сетку узлов размерностью 

x
N , 

y
N , 

z
N . В результате 

приходим к системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) для трёх неизвестных функ-
ций в выбранной системе узлов: 
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В качестве силы сопротивления рассмотрена сумма индуктивного сопротивления indD  и вяз-
кого трения W . Индуктивное сопротивление можно вычислить по формулам, описанным в [18, 

19]. В рамках данной работы вычислим Dind как разность между проекцией подъемной силы на 
направление потока P  и подсасывающей силой T , которая известна в теории тонкого крыла 
[20]: 
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VlW в , где в – кинематическая вязкость воздуха. 

C учетом формулы для подъемной силы (14) вычислим аэродинамическое качество

 WD

P
Q

ind 
 . 

 

Полученные данные 

 

Расчет выполнялся в авторской программе на языке C++. Параметры размера сетки: 100yN , 

10zN , 40xN . Полный размер дискретной сетки 4400)(  xzy NNN . Угол наклона пла-
стинки относительно набегающего потока изменялся от 2° до 16° с шагом 2°. Рассмотрим подъем-
ную силу пластинки 20×5 см. Результаты расчетов представлены в табл. 1. Графики сравнения 
подъемной силы пластинки 20×5 см с винглетами и без винглетов – на рис. 2. 

 
Таблица 1 / Table 1 

 

Подъемная сила пластинок 20×5 см без винглетов и с винглетами высотой 1 и 2 см  
/ The lifting force of thin plate 20×5 cm without winglets and with winglets height 1 and 2 cm 

 

Угол атаки 
α, ° 

Подъемная сила P, мН Увеличение Р, % 

Высота винглета, см Высота винглета, см 

0 1 2 1 2 

2 92 97 103 5 12 

4 183 193 207 5 13 

6 275 291 310 6 13 

8 366 388 413 6 13 

10 458 485 517 6 13 

12 550 582 620 6 13 

14 641 679 723 6 13 

16 732 776 827 6 13 

 

На графике видно, что пластинка с винглетами имеет выигрыш в подъемной силе. На всех 
углах атаки для пластинки с винглетами высотой 1 см он составляет 5–6 %, что говорит об устой-
чивости полученных значений. При высоте винглетов 2 см выигрыш в подъемной силе достигает 
13 %. По вышеописанным данным можно сделать вывод, что подъемная сила P  линейно увели-
чивается с увеличением угла атаки в случае пластинки 20×5 см с винглетами и без винглетов. 
Данная картина вполне закономерна, поскольку в авиации винглеты не только препятствуют пе-
ретеканию воздушного потока снизу крыла на его верхнюю часть, но и увеличивают подъемную 
силу, а также уменьшают индуктивное сопротивление. В случае тонкого крыла с винглетами 
картина качественно та же самая. 

Далее рассмотрим полученные данные для аэродинамического качества. Результаты пред-
ставлены в табл. 2 и на рис. 3. 
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Рис. 2. График зависимости подъемной силы от угла атаки пластинки 20×5 см без винглетов  
и с винглетами высотой 1 и 2 см / Fig. 2. Dependency graph of the lifting force versus angle  

of attack the plates 20×5 cm without winglets and with winglets height 1 and 2 cm 
 

Таблица 2 / Table 2 
 

Аэродинамическое качество пластинок 20×5 см с винглетами и без винглетов 

 / The aerodynamic quality of thin plate 20×5 cm without winglets and with winglets height 1 and 2 cm 

 

Угол атаки 
α ° 

Аэродинамическое качество Q  Увеличение Q , % 

Высота винглета, см Высота винглета, см 

0 1 2 1 2 

2 7,97 7,74 7,62 –3 –4 

4 12,01 11,95 12,18 –1 1 

6 12,8 13,07 13,56 2 6 

8 12,15 12,65 13,34 4 10 

10 11,08 11,64 12,46 5 12 

12 9,98 10,56 11,39 6 14 

14 9,01 9,60 10,41 6 16 

16 8,17 8,74 9,49 7 16 

 

 
 

Рис. 3. График зависимости аэродинамического качества от угла атаки пластинок 20×5 см без винглетов  
и с винглетами высотой 1 и 2 см / Fig. 3. Dependency graph of the aerodynamic quality versus angle  

of attack the plates 20×5 cm without winglets and with winglets height 1 and 2 cm 



ISSN 1026-2237   ИЗВЕСТИЯ ВУЗОВ. СЕВЕРО-КАВКАЗСКИЙ  РЕГИОН. ЕСТЕСТВЕННЫЕ НАУКИ.                              2024.  № 4-1 

ISSN 1026-2237   BULLETIN OF HIGHER EDUCATIONAL INSTITUTIONS. NORTH CAUCASUS REGION. NATURAL SCIENCE. 2024. No. 4-1 

 

 ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ                   67 

Заключение 
 

В данной работе теория тонкого крыла распространяется на крыло с винглетами при несим-
метричном обтекании потоком идеальной жидкости. Получена система двумерных интеграль-
ных уравнений размером 3×3, которая после дискретизации приводит к СЛАУ относительно 
трех неизвестных функций: w , 1 , 2  в узлах сетки, которые связаны с локальным скачком 
давления на основном крыле и винглетах. Представлено сравнение подъемной силы и аэроди-
намического качества пластинок без винглетов и с винглетами высотой 1 и 2  см. 

С увеличением угла атаки линейно увеличивается подъемная сила (до 6 и 13 %) и аэроди-
намическое качество (до 7 и 16 %) для пластинок с винглетами высотой 1 и 2 см соответ-
ственно. Обусловлено это тем, что на малых углах атаки площадь пластинки с винглетами со 
стороны набегающего потока больше, чем без винглетов, а винглеты еще не выполняют свою 
функцию по увеличению подъемной силы и уменьшению индуктивного сопротивления, но 
уже заметно увеличивают вязкое сопротивление. На угле атаки 2° аэродинамическое качество 
у пластинок с винглетами ниже, чем у пластинки без винглетов. Но с 4° основное крыло пла-
стинки с винглетами «затеняет» фронтальную сторону винглетов, тем самым уменьшая со-
противление, создаваемое винглетами. При этом с увеличением угла атаки винглеты начи-
нают выполнять свою функцию.  
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Аннотация. Решение гиперсингулярных интегральных уравнений с помощью приближенных мето-

дов является активно развивающимся направлением вычислительной математики. Это связано с мно-
гочисленными приложениями гиперсингулярных интегральных уравнений в различных областях мате-
матики и с тем обстоятельством, что аналитические решения таких уравнений возможны лишь в 
исключительных случаях. В работе предложен и обоснован метод нахождения решения, ограниченного 
на одном конце и неограниченного на другом конце интервала интегрирования [−1, 1], гиперсингулярных 
интегральных уравнений первого рода с использованием рядов Чебышева. Ядро и правая часть уравне-
ния представлены в виде рядов Чебышева, коэффициенты разложения которых вычисляются прибли-
женно по квадратурным формулам Гаусса с наивысшей степенью точности. Коэффициенты разло-
жения неизвестной функции в ряд Чебышева находятся с помощью решения систем линейных алгебра-
ических уравнений.  Для обоснования вычислительной схемы используются методы функционального 
анализа и теории ортогональных многочленов. Вводится пространство Гёльдера функций с соответ-
ствующими нормами. В этом пространстве рассматриваются заданные гиперсингулярные и соответ-
ствующие приближенные операторы. При выполнении условия существования у заданных функций про-
изводных до некоторого порядка, принадлежащих классу Гёльдера, оценивается погрешность вычисле-
ния и дается порядок ее стремления к нулю. 

 
Ключевые слова: гиперсингулярный интеграл, ряды Чебышева, формулы обращения, обоснование ме-

тода, погрешности 
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Abstract. Approximate methods for solving hypersingular integral equations are an actively developing field 

of computational mathematics. This is due to the numerous applications of hypersingular integral equations in 

various fields of mathematics and the fact that analytical solutions of such equations are possible only in excep-

tional cases. A method for finding a solution, limited at one end and unlimited at the other end of the integration 

interval [-1,1], of hypersingular integral equations of the first kind using Chebyshev series is proposed and justi-

fied. The core and the right side of the equation are also decomposed into Chebyshev series, the decomposition 

coefficients of which are calculated approximately using quadrature Gauss formulas with the highest degree of 

accuracy. The coefficients of decomposition of an unknown function into a Chebyshev series are found by solving 

systems of linear algebraic equations. Methods of functional analysis and the theory of orthogonal polynomials 

are used to substantiate the computational scheme. The Helder space of functions with corresponding norms is 

introduced. Given hypersingular and corresponding approximate operators are considered in this space. When 

the condition for the existence of derivatives up to a certain order belonging to the Helder class for given functions 

is fulfilled, the calculation error is estimated and the order of its tendency to zero is given. 
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Введение 

 

Применение метода граничных интегральных уравнений к задачам механики разрушения, ме-
ханики композитных материалов, аэродинамики, электродинамики [1–3] приводит к гиперсин-
гулярным интегральным уравнениям первого рода 𝕂0𝜓 = 1𝜋 ∫ 𝜓(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡 +1−1 1𝜋 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥)1−1 ,              (1) 

где  −1 < 𝑥 < 1;  𝐾(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥) – заданные непрерывно дифференцируемые функции; 𝜓(𝑡) – не-
известная функция. 

Интеграл 𝐻(𝜓, 𝑥) = ∫ 𝜓(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡1−1  понимается в смысле Адамара, т.е. справедливо   ∫ 𝜓(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡 = lim𝜀→0+ (∫ 𝜓(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡 +𝑥−𝜀−1 ∫ 𝜓(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡 − 2𝜓(𝑡)𝜀1𝑥+𝜀 )1−1 . 

В прикладных задачах чаще всего встречаются случаи [1, 3], когда 𝜓(𝑡) имеет представление  

 𝜓(𝑡) = 1√1−𝑡2 𝜑(𝑡), 𝜓(𝑡) = √1 − 𝑡2𝜑(𝑡),  𝜓(𝑡) = √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡), 𝜓(𝑡) = √1−𝑡1+𝑡 𝜑(𝑡),  где 𝜑(𝑡) – доста-

точно гладкая функция на отрезке [−1, 1]. 
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Для первого и второго случаев построены вычислительные схемы с применением многочле-
нов Чебышева, позволяющие найти приближенные решения [4–6]. 

В этой статье будем искать приближенное решение, ограниченное на одном конце и неогра-

ниченное на другом конце промежутка [−1, 1], т.е.  в виде 𝜓(𝑡) = √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡),  𝜓(𝑡) = √1−𝑡1+𝑡 𝜑(𝑡). 
 

Вычислительная схема 

 
Решение уравнения (1) будем искать как ограниченное на левом конце и неограниченное на 

правом, 𝜓(𝑡) = √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡). Тогда (1) принимает вид 𝕂𝜑 = 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡 +1−1 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝐾(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥)1−1 ,           (2) 

где −1 < 𝑥 < 1; 𝐾(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥) – заданные непрерывно дифференцируемые функции до второго 
порядка на отрезке [−1, 1]. 

Как показано в [7], уравнение (2) имеет единственное решение при дополнительном условии 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 𝛼0,1−1                        (3) 

где 𝛼0 – произвольная постоянная. 
Известно, что многочлены Чебышева третьего рода [8] являются ортогональными на отрезке [−1, 1] по весовой функции 𝑝(𝑡) = √1+𝑡1−𝑡  и имеют вид   𝐶𝑛(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠2𝑛+12 arccos 𝑡𝑐𝑜𝑠arccos 𝑡2 ,    𝑛 = 0, 1, 2, …  

В частности,  С0(𝑡) = 1,   С1(𝑡) = 2𝑡 − 1,  С2(𝑡) = 4𝑡2 − 2𝑡 − 1,     С3(𝑡) = 8𝑡3 − 4𝑡2 − 4𝑡 + 1,    С4(𝑡) = 16𝑡4 − 8𝑡3 − 12𝑡2 + 4𝑡 + 1,        (4)  С5(𝑡) = 32𝑡5 − 16𝑡4 − 32𝑡3 + 12𝑡2 + 6𝑡 − 1, …    

Для таких многочленов справедливо равенство 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 С𝑛(𝑡)𝐶𝑚(𝑡)𝑑𝑡 = {0,    𝑛 ≠ 𝑚,1,   𝑛 = 𝑚.1−1                   (5) 

Разложим функции 𝐾(𝑥, 𝑡), 𝜑(𝑡) и 𝑓(𝑥) в ряды по многочленам Чебышева С𝑛(𝑡). Имеем 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑑𝑖𝐶𝑖(𝑥),   𝐾(𝑥, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑐𝑙𝑖∞𝑖=0 𝐶𝑙(𝑥)𝐶𝑖(𝑡)∞𝑙=0 ,   ∞𝑖=0 𝜑(𝑡) = ∑ 𝑎𝑘∞𝑘=0 𝐶𝑘(𝑡).     (6) 

Коэффициенты 𝛼𝑘  (𝑘 = 0, 1, 2, … ) неизвестны, так как неизвестна искомая функция  𝜑(𝑡). 

Остальные коэффициенты 𝑑𝑖 и 𝑐𝑙𝑖 вычисляются следующим образом: 𝑑𝑖 = 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝑓(𝑡)𝐶𝑖(𝑡)𝑑𝑡1−1 ,                       (7) 𝑐𝑙𝑖 = 1𝜋 ∫ √1+𝑥1−𝑥 (1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝐾(𝑥, 𝑡)𝐶𝑖(𝑡)𝑑𝑡1−1 ) 𝐶𝑙(𝑥)𝑑𝑥1−1 . 

Подставляя разложения функций 𝐾(𝑥, 𝑡), 𝜑(𝑡) и 𝑓(𝑥) из (6) в (2), получим 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 ∑ 𝑎𝑘∞𝑘=0 𝐶𝑘(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡1−1 + 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 (∑ ∑ 𝑐𝑙𝑖∞𝑖=0 𝐶𝑙(𝑥)𝐶𝑖(𝑡)∞𝑙=0 )1−1 ∑ 𝑎𝑘∞𝑘=0 𝐶𝑘(𝑡) = ∑ 𝑑𝑖𝐶𝑖(𝑥)∞𝑖=0 . (8) 

Используя равенство 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝐶𝑛(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡 = 𝑆𝑛′ (𝑥)1−1  [8], где 𝑆𝑛(𝑥) – многочлен Чебышева четвер-

того рода, формулу (5) и тот факт, что ряды в (8) являются равномерно сходящимися [6], т.е. 
можно поменять порядок суммирования, равенство (8) приведем к виду  ∑ 𝑎𝑘𝑆𝑘′ (𝑥) + ∑ ∑ 𝑐𝑙𝑖𝐶𝑖(𝑥)∞𝑘=0∞𝑖=0∞𝑘=0 𝑎𝑘 = ∑ 𝑑𝑖𝐶𝑖(𝑥).∞𝑖=0   

Далее разложим также 𝑆𝑘′ (𝑥) по многочленам 𝐶𝑛(𝑥) ∑ ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑖𝑘𝐶𝑖(𝑥)∞𝑘=0∞𝑖=0 + ∑ (∑ 𝑎𝑘𝑐𝑖𝑘∞𝑘=0 )𝐶𝑖(𝑥) = ∑ 𝑑𝑖𝐶𝑖(𝑥)∞𝑖=0∞𝑖=0 ,  

где 𝑏𝑖𝑘 = 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝑆𝑘′ (𝑡)𝐶𝑖(𝑡)𝑑𝑡,     𝑖 = 0, 1, 2, …1−1   .               (9) 
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Отсюда по свойству равенства многочленов получим ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑖𝑘 + ∑ 𝑎𝑘𝑐𝑖𝑘∞𝑘=0 = 𝑑𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, …∞𝑘=0                (10) 

Коэффициенты 𝑏𝑖𝑘 , 𝑐𝑖𝑘 , 𝑑𝑖  (𝑖, 𝑘 = 0, 1, 2, … ) можно вычислить точно по формулам (7) и (9) или 
приближенно с помощью квадратурных формул Гаусса наивысшей степени точности [8, 9]. 

Бесконечная система линейных алгебраических уравнений (10) с неизвестными 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, …   
решается приближенно после решения системы ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑖𝑘 + ∑ 𝑎𝑘𝑐𝑖𝑘𝑛𝑘=0 = 𝑑𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, … , 𝑛.𝑛𝑘=0               (11) 

Из условия (3) вытекает, что 𝑎0 = 𝛼0, т.е. остаются неизвестными 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛. Решая эту си-
стему, мы получим приближенное решение уравнения (2) в виде 𝜑(𝑡) ≈ 𝜑𝑛(𝑡) = ∑ 𝑎𝑘𝐶𝑘(𝑡)𝑛𝑘=0 .                    (12) 

 
Обоснование вычислительной схемы 

 
Вначале заметим, что обоснование вычислительной схемы приводится аналогично [6, 10]. 

Обозначим через 𝑋 пространство функций вида 𝑥(𝑡) = √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡), где 𝜑(𝑡) – непрерывно диф-

ференцируемая функция до второго порядка на [−1, 1], и вторая производная удовлетворяет 
условию Гёльдера 𝐻(𝛼) с показателем 𝛼 (12 < 𝛼 < 1) [7, 10]. Это пространство обозначается 𝑊2𝐻(𝛼). Норма в пространстве 𝑋 определяется формулой ‖𝑥‖ = max−1≤𝑡≤1|𝜑(𝑡)| + max−1≤𝑡≤1|𝜑′(𝑡)| + max−1≤𝑡≤1|𝜑′′(𝑡)| + sup𝑡1≠𝑡2 |𝜑"(𝑡1)−𝜑"(𝑡2)||𝑡1−𝑡2|𝛽 , 0 < 𝛽 < 𝛼.  

Введем обозначения: 𝑌 – пространство функций вида 𝑦(𝑡) = 𝜓(𝑡) из класса 𝐻(𝛼) с нормой  ‖𝑦(𝑡)‖ = max−1≤𝑡≤1|𝜓(𝑡)| + sup𝑡1≠𝑡2 |𝜓(𝑡1)−𝜓(𝑡2)||𝑡1−𝑡2|𝛽 ,  0 < 𝛽 < 𝛼; 𝑋𝑛 – пространство функций вида   

 𝑥𝑛(𝑡) = √1+𝑡1−𝑡 𝜑𝑛(𝑡), 𝜑𝑛(𝑡) = ∑ 𝛼𝑘𝐶𝑘(𝑡)𝑛𝑘=0 ,   с нормой ‖𝑥𝑛(𝑡)‖ = max−1≤𝑡≤1|𝜑𝑛(𝑡)| + max−1≤𝑡≤1|𝜑𝑛′(𝑡)| + max−1≤𝑡≤1|𝜑𝑛′′(𝑡)| + sup𝑡1≠𝑡2 |𝜑𝑛"(𝑡1)−𝜑𝑛"(𝑡2)||𝑡1−𝑡2|𝛽 ,  0 < 𝛽 < 𝛼 ; 𝑌𝑛 – пространство функций вида 𝑦𝑛(𝑡) = 𝜓𝑛(𝑡),  𝜓𝑛(𝑡) = ∑ 𝛼𝑘𝐶𝑘(𝑡)𝑛𝑘=0  с нормой 

 ‖𝑦𝑛(𝑡)‖ = max−1≤𝑡≤1|𝜓𝑛(𝑡)| + sup𝑡1≠𝑡2 |𝜓𝑛(𝑡1)−𝜓𝑛(𝑡2)||𝑡1−𝑡2|𝛽 ,   0 < 𝛽 < 𝛼. 
Утверждение.  Оператор 𝕂 действует из пространства 𝑋 в 𝑌. Для этого достаточно доказать 

следующую лемму. 

Лемма.  Если 𝜑(𝑡) ∈ 𝑊2𝐻(𝛼), то Φ(𝑥) ∈ 𝐻(𝛼), где Φ(𝑥) = ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡.1−1  

Действительно, рассмотрим Φ(𝑥), ее представим таким образом: Φ(𝑥) = ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)−𝜑(𝑥)−𝜑′(𝑥)(𝑡−𝑥)−𝜑"(𝑥)2! (𝑡−𝑥)2(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡 +1−1  ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑥)+𝜑′(𝑥)(𝑡−𝑥)+𝜑"(𝑥)2! (𝑡−𝑥)2(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡.1−1   

После упрощения второго слагаемого, используя формулы    ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝑑𝑡(𝑡−𝑥) = 𝜋1−1 , 

 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝑑𝑡 = 𝜋1−1 , получаем Φ(𝑥) = 𝐼1(𝑥) + 𝜋𝜑′(𝑥) + 12 𝜋𝜑"(𝑥) = 𝐼1(𝑥) + 𝐼2(𝑥), где 𝐼1(𝑥) = ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)−𝜑(𝑥)−𝜑′(𝑥)(𝑡−𝑥)−𝜑"(𝑥)2! (𝑡−𝑥)2(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡,1−1       𝐼2(𝑥) = 𝜋 (𝜑′(𝑥) + 12 𝜑"(𝑥)).  
Очевидно, 𝐼2(𝑥) ∈ 𝐻(𝛼), так как 𝜑′(𝑥) ∈ 𝐻(𝛼), 𝜑"(𝑥) ∈ 𝐻(𝛼).  Рассмотрим 𝐼1(𝑥). Его упро-

щаем, используя формулу Тейлора, следующим образом: 𝐼1(𝑥) = ∫ √1+𝑡1−𝑡 1(𝑡−𝑥)2 (𝜑(𝑥) + 𝜑′(𝑥)(𝑡 − 𝑥) + 𝜑"(𝜉)2! (𝑡 − 𝑥)2 −1−1   −𝜑(𝑥) − 𝜑′(𝑥)(𝑡 − 𝑥) − 𝜑"(𝑥)2! (𝑡 − 𝑥)2) 𝑑𝑡.  
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После вычисления интегралов получаем 𝐼1(𝑥) = 12 ∫ √1+t1−t1−1 (𝜑"(𝑥 + 𝜃(𝑡 − 𝑥)) − 𝜑"(𝑥))𝑑𝑡, 0 < 𝜃 < 1.  
Аналогично [7, 10, 11] доказывается, что |𝐼1(𝑥 + ℎ) − 𝐼1(𝑥)| = 𝑂(ℎ𝛼), так как  𝜑(𝑡) ∈ 𝑊2𝐻(𝛼),  т.е. 𝐼1(𝑥) ∈ 𝐻(𝛼). 

Оператор 𝕂 состоит из гиперсингулярного и регулярного интегралов. По лемме гиперсингу-
лярный интеграл принадлежит классу 𝐻(𝛼), регулярный – классу 𝐻(𝛼). Следовательно, оператор 𝕂 действует из пространства 𝑋 в 𝑌. И как мы уже отметили выше, уравнение (2) имеет един-
ственное решение. Из-за этого будем считать, что существует линейный обратный оператор 𝕂−1, 

действующий из 𝑌 в 𝑋 в условии (3). 
Обозначим через 𝑃𝑛 оператор, проектирующий пространство 𝑌 на пространство 𝑌𝑛 по формуле 𝑃𝑛[𝑦(𝑡)] = 𝑃𝑛[𝜓(𝑡)], где 𝜓(𝑡) ∈ 𝐶[−1, 1] – интерполяционный многочлен, т. е. 𝑃𝑛[𝜓(𝑡)] – опера-

тор, проектирующий непрерывные функции на множество многочленов вида ∑ 𝛼𝑘𝐶𝑘(𝑡).𝑛𝑘=0  Из-
вестно, что ‖𝑃𝑛‖ ≤ С ln 𝑛,   𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 [6, 10]. 

Приближенное решение (1) будем искать в виде функции  𝑥𝑛(𝑡) = √1+𝑡1−𝑡 𝜑𝑛(𝑡) = √1+𝑡1−𝑡 ∑ 𝑎𝑘𝐶𝑘(𝑡)𝑛𝑘=0 ,  где 𝐶𝑘(𝑡) – ортогональные многочлены с весом √1+𝑡1−𝑡  
на отрезке [−1, 1], т.е. многочлены Чебышева третьего рода. 

Коэффициенты 𝑎𝑘  (𝑘 = 0, 1, 2, … ) определяются из системы линейных алгебраических урав-
нений (11), представленной в операторной форме уравнением 𝑃𝑛 {1𝜋 ∫ 𝑥𝑛(𝜏)(𝜏−𝑡)2 𝑑𝜏 + 1𝜋1−1 ∫ √1+𝜏1−𝜏 𝑃𝑛𝜏[𝐾(𝑡, 𝜏)𝜑𝑛(𝜏)]𝑑𝜏1−1 } = 𝑃𝑛[𝑓(𝑡)].         (13) 

Воспользовавшись формулой обращения [8, c. 86] и квадратурными формулами Гаусса 

 [9, c. 134], уравнение (13) представим в виде 𝕂𝑛𝑥𝑛 = 𝑃𝑛 [1𝜋 ∫ 𝑥𝑛(𝜏)(𝜏−𝑡)2 𝑑𝜏1−1 ] +𝑃𝑛 [1𝜋 ∫ √1+𝜏1−𝜏 𝑃𝑛𝜏[𝐾(𝑡, 𝜏)𝜑𝑛(𝜏)]𝑑𝜏1−1 ] = 𝑃𝑛[𝑓(𝑡)].       (14) 

Следуя рассуждениям, приведённым в статье [10], покажем, что при таком 𝑛, что 

 𝑞 = 𝐶‖𝕂−1‖𝑛𝛽 (𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑡, 𝜏)) + 𝐸̅𝑛𝜏(𝐾(𝑡, 𝜏))) ln 𝑛 < 1 , система уравнений (14) имеет единствен-
ное решение 𝑥𝑛∗  и справедлива оценка  ‖𝑥∗(𝑡) − 𝑥𝑛∗ (𝑡)‖ ≤ 𝐶𝑛𝛽‖𝕂−1‖ (𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑡, 𝜏)) + 𝐸̅𝑛𝜏(𝐾(𝑡, 𝜏))) ln 𝑛 , где 𝑥∗(𝑡) – решение уравнения 

(1); 𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑡, 𝜏)) = max−1≤𝜏≤1|𝐾(𝑡, 𝜏) − 𝐾𝑛𝜏(𝑡, 𝜏)|; 𝐾𝑛𝜏(𝑡, 𝜏) – полином наилучшего равномерного при-

ближения степени 𝑛 по переменной 𝜏 к функции 𝐾(𝑡, 𝜏).  

Вводим оператор   𝕂̅𝑛𝑥𝑛 = 𝑃𝑛 [1𝜋 ∫ 𝑥𝑛(𝜏)(𝜏−𝑡)2 𝑑𝜏1−1 ] + 𝑃𝑛𝑡 [1𝜋 ∫ 𝐾(𝑡, 𝜏)1−1 𝑥𝑛(𝜏)𝑑𝜏] = 𝑃𝑛[𝑓(𝑡)].   

Оценим норму ‖𝕂𝑥𝑛 − 𝕂̅𝑛𝑥𝑛‖ = ‖1𝜋 ∫ 𝐾(𝑡, 𝜏)1−1 𝑥𝑛(𝜏)𝑑𝜏 − 𝑃𝑛𝑡 [1𝜋 ∫ 𝐾(𝑡, 𝜏)1−1 𝑥𝑛(𝜏)𝑑𝜏]‖ ≤  ≤ ‖1𝜋 ∫ (𝐾(𝑡, 𝜏)1−1 − 𝐾𝑛𝑡(𝑡, 𝜏))𝑥𝑛(𝜏)𝑑𝜏‖ + ‖𝑃𝑛𝑡 [1𝜋 ∫ (𝐾(𝑡, 𝜏) − 𝐾𝑛𝑡(𝑡, 𝜏))1−1 𝑥𝑛(𝜏)𝑑𝜏]‖ = 𝐼1 + 𝐼2.  

Оценки проводятся в пространстве 𝐶[−1, 1], далее [10], повторяя ход доказательства в про-
странстве 𝑋𝑛, с появлением множителя 𝑛𝛽 получаем 𝐼1 ≤ С𝑛𝛽𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑡, 𝜏))‖𝑥𝑛‖,     𝐼2 ≤ С𝑛𝛽‖𝑃𝑛‖𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑡, 𝜏))‖𝑥𝑛‖,   

и, следовательно, ‖𝕂𝑥𝑛 − 𝕂̅𝑛𝑥𝑛‖ ≤ С𝑛𝛽‖𝑃𝑛‖𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑡, 𝜏))‖𝑥𝑛‖. 
Из последнего неравенства и общей теории приближенных методов для обратных операто-

ров [12, гл. V, c. 211; гл. XIV, c. 517] следует, что при таких 𝑛, что 𝑞 < 1, существует обратный 

оператор 𝕂̅𝑛−1 с нормой ‖𝕂̅𝑛−1‖ ≤ ‖𝕂̅−1‖1−𝑞 ; здесь 𝑞 = С𝑛𝛽‖𝕂̅−1‖‖𝑃𝑛‖𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑡, 𝜏)). Так как оператор 𝕂̅𝑛 конечномерный, то существует линейный обратный 𝕂̅𝑛−1 с той же нормой. Оценим ‖𝕂̅𝑛 − 𝕂𝑛‖.  
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Очевидно, ‖𝕂̅𝑛𝑥𝑛 − 𝕂𝑛𝑥𝑛‖ = ‖𝑃𝑛𝑡 [1𝜋 ∫ (𝐾(𝑡, 𝜏) − 𝑃𝑛𝑡[𝐾(𝑡, 𝜏)])1−1 𝑥𝑛(𝜏)𝑑𝜏]‖ ≤ С𝑛𝛽‖𝑃𝑛‖𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑡, 𝜏))‖𝑥𝑛‖.      
Пусть существует такое 𝑛∗, что при 𝑛 > 𝑛∗ выполняется неравенство С𝑛𝛽‖𝕂̅𝑛−1‖‖𝑃𝑛‖𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑡, 𝜏)) < 1. Тогда из теоремы Банаха [12, c. 211] следует, что  ‖𝑥∗(𝑡) − 𝑥𝑛∗ (𝑡)‖ ≤ 𝐶𝑛𝛽‖𝑃𝑛‖ (𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑡, 𝜏)) + 𝐸̅𝑛𝜏(𝐾(𝑡, 𝜏))), где 𝑥∗ и 𝑥𝑛∗  – решения уравнения (1) и (14). 

Обобщая эти результаты и используя общую теорию приближенных методов [12], сформули-
руем заключение в виде теоремы. 

Теорема .  Если существует линейный обратный оператор 𝕂0−1(𝕂−1) и функции 𝐾(𝑥, 𝑡) и 𝑓(𝑥) принадлежат классу 𝑊𝑟𝐻(𝛼) (𝑟 ≥ 2) (т.е. имеют непрерывные производные порядка 𝑟 − 1, 

а производная порядка 𝑟 удовлетворяет условию Гёльдера с показателем 𝛼 (12 < 𝛼 < 1)), то при 

таких 𝑛, что 𝐶𝑛𝛽‖𝕂−1‖ (𝐸̅𝑛𝑥(𝐾(𝑥, 𝑡)) + 𝐸̅𝑛𝑡 (𝐾(𝑥, 𝑡))) ln 𝑛 < 1, система (11) имеет единственное 

решение и справедлива оценка |𝜑(𝑡) − 𝜑𝑛(𝑡)| = 𝑂 ( ln 𝑛𝑛𝑟+𝛼−𝛽), 0 < 𝛽 < 𝛼, где 𝜑(𝑡) – решение урав-
нения (2); 𝜑𝑛(𝑡) – его приближенное решение вида (12). 

Замечание. Аналогично строится вычислительная схема для уравнения (1), когда ищется ре-
шение, неограниченное на левом конце и ограниченное на правом, т.е. вида 

 𝜓(𝑡) = √1−𝑡1+𝑡 𝜑(𝑡). Только тогда в роли ортогональных многочленов используются многочлены 

Чебышева четвертого рода 𝑆𝑛(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛2𝑛+12 arccos 𝑡𝑠𝑖𝑛arccos 𝑡2 , 𝑛 = 0, 1, 2, …  

 

Тестовые примеры 

 
Изложенный метод решения гиперсингулярного интегрального уравнения апробирован на те-

стовых примерах. 
Рассмотрим следующие гиперсингулярные интегральные уравнения с дополнительными 

условиями для единственности решения: 

1. 
1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡 +1−1 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 (𝑥 + 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥 + 121−1 . 

Дополнительное условие   
1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 1.1−1  

Точное решение 𝜑(𝑡) = 1. 

2. 
1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡 +1−1 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 (𝑥 + 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥2 + 321−1 . 

Дополнительное условие   1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 12 .1−1  

Точное решение 𝜑(𝑡) = 𝑡. 

3. 
1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)(𝑡−𝑥)2 𝑑𝑡 +1−1 1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 (𝑥 + 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 5𝑥2 + 1181−1 . 

Дополнительное условие   1𝜋 ∫ √1+𝑡1−𝑡 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 12 .1−1   

Точное решение 𝜑(𝑡) = 𝑡2. 

После решения систем линейных алгебраических уравнений (11) для каждого уравнения    𝑛 = 5 получены численные результаты и приближенные решения на основе формулы (4) 
(таблица).  
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Численные результаты и приближенные решения / Numerical results and approximate solutions 

 

Коэффициенты 

разложения решения 

Уравнение (1). 

Точное решение 𝜑(𝑡) = 1 

Уравнение (2). 

Точное решение 𝜑(𝑡) = 𝑡 

Уравнение (3). 

Точное решение 𝜑(𝑡) = 𝑡2 𝑎0 1 0,5 0,5 𝑎1 – 6,914976∙10–8 0,5 0,25 𝑎2 – 5,107607∙10–9 7,769932∙10–9 0,25 𝑎3 1,873661∙10–10 1,115939∙10–9 –6,997769∙10–9 𝑎4 3,605662∙10–9 –3,080189∙10–9 –3,633776∙10–9 𝑎5 – 1,655185∙10–9 1,551454∙10–9 1,216512∙10–8 

Приближенное  
решение уравнения 

𝜑(𝑡) ≈ ∑ 𝑎𝑘𝐶𝑘(𝑡) ≈ 15𝑘=0   𝜑(𝑡) ≈ ∑ 𝑎𝑘𝐶𝑘(𝑡) ≈ 𝑡5𝑘=0   𝜑(𝑡) ≈ ∑ 𝑎𝑘𝐶𝑘(𝑡) ≈ 𝑡25𝑘=0   

 

Полученные∙численные результаты для коэффициентов и приближенного решения показы-
вают высокую эффективность метода. 
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Аннотация. Из почвенных образцов, отобранных в ризосферной зоне озимой пшеницы (Triticum 
aestivum), изолированы штаммы бактерий и идентифицированы с использованием секвенирования и фи-
логенетического анализа гена 16S rRNA как представители родов Paenibacillus и Bacillus, после чего про-
изведена оценка амило-, пектино- и целлюлолитической активности. Наиболее выраженная амилолити-
ческая активность выявлена у бактерий рода Paenibacillus. Все изученные штаммы (Bacillus или Paeni-
bacillus) демонстрировали высокую пектино- и целлюлолитическую активность. Они перспективны для 
разработки биопрепаратов и пробиотических препаратов, улучшающих рост растений, переваримость 
и эффективность использования растительных кормов в рационах животных для широкого спектра объ-
ектов животноводства и аквакультуры. 
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Введение 

 
Зерновые культуры – это ключевая группа интенсивно возделываемых растений с макси-

мально широким спектром применения в сельском хозяйстве и смежных областях, источник суб-
стратов для получения важнейших продуктов питания человека, кормов для сельскохозяйствен-
ных животных и объектов аквакультуры. Задачей отрасли является повышение качества зерна и 
эффективности его производства, что достигается за счет совершенствования технологий. Выра-
щивание зерновых требует применения большого количества минеральных удобрений, что 
имеет целый ряд негативных экологических последствий [1]. Кроме того, сопутствующие за-
траты во многом определяют стоимость зерна [2].  

Экологически приемлемый и наиболее выгодный инструмент повышения эффективности 
удобрений – биопрепараты, включающие штаммы ризобактерий, улучшающих рост растений. 
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Для обозначения таких бактерий используется аббревиатура PGPR (Plant Growth-Promoting 

Rhizobacteria). Это – гетерогенная группа микроорганизмов, обитающих в ризосфере или на по-
верхности корней растений и способных интенсифицировать рост растения и защитить его от 
био- и абиотического стресса [3, 4]. 

Многие процессы, происходящие в ризосфере, регулируются взаимодействиями корней расте-
ния и микроорганизмов [5]. Последние синтезируют ряд гормонов, ферментов и других активных 
соединений, некоторые способны фиксировать азот. Кроме того, растения селективно сосуще-
ствуют с PGPR, используя для отбора бактерий корневые экссудаты. Они выделяются растением 
и в зависимости от количества и химического состава по-разному влияют на разнообразие бакте-
рий ризосферы [6, 7]. Цель данного исследования – оценить пектино-, амило- и целлюлолитиче-
скую активность 22 штаммов, выделенных из ризосферы пшеницы озимой (Triticum aestivum L.) 

Среди PGPR широко распространена способность гидролизовать сложные соединения. В 
[8–12] показано, что многие из них могут разлагать крахмал до олиго- и моносахаридов, в том 
числе мальтозы и глюкозы. Амилазы нужны растению для формирования пор, разрушения по-
кровов патогена [13] и деструкции эндосперма. Поэтому бактерии, синтезирующие амилазы, мо-
гут использоваться для улучшения прорастания семян [14]. Среди них чаще всего встречаются 
бактерии рода Bacillus  (B. subtilis, B. stearothermophilus, B. macerans, B. megaterium и B. amylo-

liquefaciens) [15]. 

Еще одна группа гидролитических ферментов – пектиназы. В [16–20] показано, что некоторые 
PGPR, в том числе представители рода Bacillus, активно синтезируют пектиназы. Они использу-
ются клетками растения для построения клеточной стенки и размягчения тканей во время про-
растания [21]. В промышленности пектиназы широко применяются в разных областях: продо-
вольственной, биотопливной, текстильной [22]. 

PGPR часто синтезируют целлюлолитические ферменты [23] – экзо- и эндоферменты, разру-
шающие β-1,4-связи в молекуле целлюлозы [24]. Продуктами реакции являются глюкоза и цел-
лобиоза. Глюкоза используется в качестве питательного вещества как универсальный источник 
энергии. Известно [25, 26], что многие PGPR, выделенные из области ризосферы растений раз-
ных экосистем – от соснового до тропического леса, способны продуцировать целлюлазы. В про-
мышленности они нужны преимущественно для расщепления лигноцеллюлозы [24].  

Рассмотренные свойства PGPR позволяют применять растения в качестве субстратов при про-
изводстве кормов для сельскохозяйственных животных и объектов аквакультуры. Активные 
комплексы литических ферментов микробного происхождения улучшают переваримость и по-
вышают эффективность растительных кормов [27]. 

 
Материалы и методы 

 
Получение штаммов бактерий. Использованные в работе штаммы бактерий были изоли-

рованы из почвенных образцов, отобранных на глубине 0–10 см в ризосферной зоне озимой 
пшеницы (Triticum aestivum), выращенной в Краснодарском крае, Воронежской и Курской об-
ластях. 

Штаммы идентифицированы с использованием секвенирования и филогенетического анализа 
гена 16S rRNA как представители родов Paenibacillus (8 штаммов: K1.14, O1.27, O2.11, Pа 3.13, 
Pа 4.5, Pа 4.24, Pа 5.31, Pа 6.14) и Bacillus (12 штаммов: V 3.14, Pа 4.6, В 7/2, KI1, KI3, KI14, 
KII1/2, KII2/2, KII 2/1, KII7, KII11, KII12). Группа штаммов K1.14, O1.27, O2.11, Pа 3.13, Pа 4.5, 
Pа 4.24, Pа 5.31, Pа 6.14, V 3.14, Pа 4.6 обозначена как F1 [28]. Группа штаммов В 7/2, KI1, KI3, 
KI14, KII1/2, KII2/2, KII 2/1, KII7, KII11, KII12 (обозначена как F2) выделена из почв Воронеж-
ской и Курской областей. 

Все штаммы культивировали при температуре 28–29 °С. 
Оценка амилолитической активности. Для выявления способности штаммов гидролизовать 

крахмал использовалась питательная среда с добавлением крахмала следующего состава: пан-
креатический гидролизат кильки – 10,05 г, NaCl – 4,95 г, агар – 20 г, крахмал – 10 г.  

Для тестирования суточные культуры анализируемых штаммов вносили в толщу питательной 
среды уколом бактериологической иглой в трех биологических повторностях на равном рассто-
янии друг от друга, чтобы минимизировать риск расползания культур на чашке. Культуры инку-
бировали в термостате в течение 48 ч при температуре 28–29 °С. 
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Контрастирование зон гидролиза выполняли с использованием раствора Люголя в модифика-
ции Грама (I2 – 1 г, KI – 2 г, вода дистиллированная – 300 мл). Диаметр зон гидролиза измерялся 
штангенциркулем.  

Оценка пектинолитической активности. Скрининг проводили методом агаровых блоков: 
питательную среду (вода дистиллированная – 1 л, пектин очищенный – 5 г, агар – 15 г, гидро-
лизат дрожжевой – 1 г, KH2PO4 – 4 г, MgSO4∙7H2O – 0,05 г, Na2HPO4∙H2О – 15 г, (NH4)2SO4 – 

2 г, CaCl2 и Fe2(SO4)3 – 0,001 г) с добавлением стрептомицина (0,4 г/л) разливали в чашки Петри 
из расчета 10–15 мл на чашку и после застывания вырезали блоки (диаметр – 12 мм, высота – 

около 3–4 мм) в трех биологических повторностях на каждой чашке на равном расстоянии друг 
от друга [29].  

Суточные культуры бактерий инокулировали в жидкую питательную среду (картофельно-

декстрозный бульон) и культивировали на протяжении 24 ч в шейкере-инкубаторе при темпера-
туре 28–29 °С и скорости вращения 220–240 об/мин. 

Полученную суспензию встряхивали, отбирали 1 мл и центрифугировали на протяжении 
5 мин, 8000 об/мин.  Супернатант, содержащий пектинолитические ферменты, вносили в объеме 
50 мкл в полученные ячейки в агаровых пластинах. Через 30 мин инкубации заливали раствором 
Люголя в модификации Грама (I2 – 1 г, KI – 2 г, вода дистиллированная – 300 мл), диаметр зоны 
гидролиза измеряли штангенциркулем. 

Оценка целлюлолитической активности. Для количественной оценки и сравнения активности 
целлюлаз исследуемых штаммов микроорганизмов использовался питательный агар [29] с мик-
рокристаллической целлюлозой следующего состава: вода дистиллированная – 1 л, KН2РО4 – 

1,0 г, NН4NО3 – 2,0 г, МgSO4∙7Н2О – 0,5 г, NаCl – 0,5 г, МnSO4∙Н2О – 0,01 г, FeSO4∙7H2O – 0,01 г, 
СаСl2 – 0,01 г, агар-агар –30,0 г, микрокристаллическая целлюлоза – 8,0 г, дрожжевой экстракт – 

0,1 г, рН – 7,0–7,2. 

Биомасса культур штаммов бактерий, инкубированных 18–24 ч на картофельно-декстрозном 
агаре, переносилась методом укола бактериологической иглой на чашки Петри с целлюлозным 
агаром в трех биологических повторностях на равном расстоянии друг от друга. Инокулирован-
ные чашки инкубировались 72 ч при температуре 28–29 °С.  

Для визуализации степени гидролиза целлюлозы на поверхность питательной среды наносили 
свежеприготовленный раствор Люголя (I2 – 1 г, KI – 2 г, вода дистиллированная – 300 мл) в 
модификации Грама для выявления зон гидролиза целлюлозы. 

Статистическая обработка. Статистическую обработку полученных данных проводили с ис-
пользованием критерия Манна – Уитни, обсчеты и визуализацию – с использованием пакетов 
tidyr, dplyr, ggplot2 в R. 

 

Результаты и обсуждение 

 

Оценка амилолитической активности. Результаты оценки амилолитической активности 
представлены на рис. 1. Штаммы рода Paenibacillus K1.14 (16 мм), О2.11 (13,34 мм), Pa 4.5 

(13,66 мм), Pa 4.24 (12,66 мм), Pa 5.31 (12,66 мм) показали наиболее высокую амилолитическую 
активность. В исследованиях представители данного рода часто демонстрируют высокие пока-
затели амилазной активности – диаметр зоны просветления составил более 30 мм у штамма Pae-

nibacillus amyloliticus A12, полученного с поверхности клубня картофеля [30]. 

Среди исследованных штаммов рода Bacillus наиболее высокую амилолитическую актив-
ность продемонстрировал штамм KII2/2 – 9,34 мм, что соотносится с уже имеющимися данными: 
так, по данным [9], радиус зон гидролиза крахмала Bacillus subtilis inaquosorum (PR-1), выделен-
ного из листьев, стеблей и корней Potentilla fulgens, составил максимум 6 мм. Для штаммов F1 

наблюдаются большие значения диаметра зоны гидролиза, чем для F2, разница статистически 
значимая. Также было проведено сравнение амилолитической активности для штаммов рода 
Paenibacillus и Bacillus. Согласно рис. 2, значения диаметра зоны гидролиза крахмала бактерий 
рода Paenibacillus значительно превышают таковые для рода Bacillus. Медиана диаметра зоны 
гидролиза штаммов рода Paenibacillus в 2,2 раза больше, чем рода Bacillus. Для всех штаммов, 
за исключением KII/2 (9,34 мм), диаметр составляет от 4 мм для B 7/2 до 7,34 мм для штамма 
KI3, в то время как для штаммов рода Paenibacillus – от 8,66 мм для Р 6.14 до 16 мм для К1.14.  
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Рис. 1. Оценка амилолитической активности исследуемых штаммов по значениям диаметра  
зон гидролиза крахмала / Fig. 1. Evaluation of the strains’ amylolytic activity based  

on the diameter values of the starch hydrolysis zones 

 

 
 

Рис. 2. Сравнительная оценка амилолитической активности штаммов родов Paenibacillus и рода Bacillus 

 / Fig. 2. Comparative assessment of the amylolytic activity of Paenibacillus and Bacillus strains 

 

Такие различия входят в рамки нормы, так как способность продуцировать амилазы во мно-
гом зависит от условия культивирования и штамма. Например, из 8 штаммов Bacillus и Paeni-

bacillus, полученных из бытовых сточных вод, разброс амилолитической активности наблюда-
ется для обоих родов [31], причем для сравнения отбирались штаммы, имеющие зону просветле-
ния на среде с добавлением крахмала (более 25 мм), что является достаточно высоким показате-
лем. Paenibacillus polymyxa APEC136 и Bacillus subtilis APEC170, полученные из почвы яблоне-
вых садов, показали одинаковые зоны просветления (диаметр более 30 мм) [32]. Наименьшей 
амилолитической активностью обладали штамм Ра 6.14 (8,66 мм) среди Paenibacillus spp. и KII7 

(4 мм) среди Bacillus spp. 

Штамм 

D
, м

м 
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Оценка пектинолитической активности. Результаты оценки пектинолитической активности 
представлены на рис. 3. Наиболее высокую пектинолитическую активность демонстрируют 
штаммы Ра 4.5 (13,66 мм), Ра 4.24 (12,66 мм) – представители рода Paenibacillus и KI3 (13,34 мм), 

KII2/2 (13,34 мм), KII12 (13,34 мм) – рода Bacillus. 

 

 
 

Рис. 3.  Оценка пектинолитической активности исследуемых штаммов по значениям  
диаметра зон гидролиза пектина / Fig. 3. Evaluation of the strains’ pectinolytic  

activity based on the diameter of pectin hydrolysis zones 

 

Между пектинолитической активностью штаммов F1 и F2 нет статистически значимых раз-
личий. Сравнение пектинолитической активности штаммов, относящихся к родам Bacillus и Pae-

nibacillus, представлено на рис. 4. 

 
Рис. 4. Сравнительная оценка пектинолитической активности штаммов рода Paenibacillus и рода Bacillus  

/ Fig. 4. Comparative assessment of the pectinolytic activity of Paenibacillus and Bacillus strains 

 

Медианы для групп штаммов родов Bacillus и Paenibacillus близки и составляют около 12 мм. 
Для рода Paenibacillus наблюдается смещение показателя к верхнему квартилю, для Bacillus – к 
нижнему. Таким образом, невозможно определить зависимость пектинолитической активности 
от рода для исследуемых штаммов. Однако заметно, что в обеих группах диаметры зон гидролиза 

Штамм 

D
, м

м 
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пектина позволяют отнести большую часть штаммов к очень хорошим пектинолитикам, по-
скольку штаммы, выделенные из почвы и разлагающихся растений, классифицируют как очень 
хорошие продуценты пектиназ при наличии зон гидролиза диаметром не менее 15 мм, хорошие – 

10 мм, слабые продуценты – 5 мм [19]. Согласно данному разделению, практически все исследу-
емые штаммы относятся к хорошим продуцентам. 

Полученные результаты согласуются с предыдущими исследованиями других авторов: пред-
ставители бактерий рода Bacillus известны как активные продуценты пектиназ [20]. Bacillus 

flexus JBST22, полученный из ризосферы Andrographis paniculata, определен как хороший про-
дуцент (диаметр зоны гидролиза – около 30 мм) [16]. Bacillus subtilis и Bacillus cereus, выделен-
ные из зоны ризосферы и с корней облепихи крушиновидной (Hippophae rhamnoides L.), демон-
стрировали пектинолитическую и целлюлолитическую активность [33]. 

Некоторые бактерии рода Paenibacillus зоны ризосферы обладают способностью разлагать 
пектин. Например, штамм Paenibacillus sp. B2, выделенный с Sorghum bicolor L., имел диаметр 
зоны гидролиза пектина 18 мм [33]. С другой стороны, эта способность бактерий зависит от раз-
ных факторов, включая вид растений. Некоторые штаммы Bacillus spp., Paenibacillus spp., полу-
ченные из ризосферы, вообще не имели зон гидролиза на среде с добавлением пектина [34]. 

Оценка целлюлолитической активности. Результаты оценки целлюлолитической активности 
представлены на рис. 5. Среди исследованных штаммов наиболее высоким показателем активности 
целлюлаз отличается Ра 4.24 (27 мм), относящийся к роду Paenibacillus. Большая часть штаммов 
Bacillus имеет схожие уровни целлюлолитической активности, за исключением KII2/2, KII7, KII11, 

у которых более низкий показатель. Разницы между F1 и F2 в данном случае не наблюдается.  
 

 
 

Рис. 5. Оценка целлюлолитической активности исследуемых штаммов по значениям  
диаметра зон гидролиза целлюлозы / Fig. 5. Evaluation of the strains’ cellulolytic  

activity based on the diameter of cellulose hydrolysis zones 
 

Сравнение целлюлолитической активности штаммов, относящихся к родам Bacillus и Paeni-

bacillus, представлено на рис. 6. Штаммы обоих родов обладают схожей, высокой целлюлолити-
ческой активностью – медианы групп Paenibacillus и Bacillus отличаются всего в 1,08 раза. 

Результаты соотносятся с опубликованными исследованиями. Bacillus spp. [35] и Paenibacillus 

spp., полученные из зоны ризосферы, часто демонстрируют целлюлолитическую активность. Из 
24 штаммов Bacillus, выделенных из ризопланы сахарного тростника, диаметр зоны гидролиза 
некоторых составил 22,3; 21,3; 21; 20 мм [31]. Из множества штаммов, полученных из различных 
экосистем, 5 из них, показавших наибольшую целлюлолитическую активность, относились к 
роду Bacillus [36]. 

Результаты оценки биохимических активностей представлены в таблице. 

D
, м

м 

Штамм 
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Рис. 6. Сравнительная оценка целлюлолитической активности штаммов родов Paenibacillus и Bacillus  

/ Fig. 6. Comparative assessment of cellulolytic activity of the Paenibacillus and Bacillus strains 

 
Амило-, пектино-, целлюлолитическая активность, способность синтезировать сидерофоры  

и ИУК и способность к фосфатмобилизации исследованных штаммов и бактерий коммерческого  
штамма «Фосфатовит» / Amylolytic, pectinolytic, cellulolytic activities, ability to synthesize siderophores  

and IAA, and the ability to phosphatemobilization of the studied bacterial strains  

and the commercial strain “Phosphatovit” 

 

Штамм 
Диаметр зоны гидролиза, мм 

Крахмал Пектин Целлюлоза 

P
a

en
ib

a
ci

ll
u

s  

К 1.14 16 12 24,34 

О1.27 10 8 22,06 

O2.11 13,34 7,66 18,06 

Ра 3.13 11 12 24 

Ра 4.5 13,66 13,66 17,34 

Ра 4.24 12,66 12 27 

Ра 5.31 12,66 14 23,34 

Ра 6.14 8,66 7,66 15,66 

B
a

ci
ll

u
s 

V 3.14 6 11,66 20 

Ра 4.6 8 10,66 21,66 

B 7/2 4 14 21,34 

KI1 5,34 12 18 

KI3 7,34 13,34 21,34 

KI14 5,34 12 21,34 

KII1/2 7,34 12,66 20,66 

KII2/1 5,34 7,66 21,34 

KII2/2 9,34 13,34 18 

KII7 4 12 18,66 

KII11 6,66 12,66 18,34 

KII12 5 13,34 21,34 

 

Типичные результаты для демонстрирующих и не демонстрирующих каждую активность 
штаммов показаны на рис. 7. Среди гидролитических активностей наиболее выраженной оказа-
лась целлюлолитическая – максимальный диаметр зоны гидролиза – 24,34 мм (K 1.14). 

Штаммы родов Paenibacillus (К 1.14, Ра 4.5, Ра 4.24, Ра 5.31) и Bacillus (Ра 4.6, KI3, KII1/2, 
KII2/2) обладают всеми исследованными активностями. Пектинолитическая оказалась наиболь-
шей у штаммов Ра 4.5, KI3, KII1/2, KII11, KII12, а амилолитическая – у O2.11, Ра 4.5, Ра 4.24, 

Ра 5.31. Штаммы К 1.14, О1.27, Ра 5.31, Ра 4.6, B 7/2, KI14, KII1/2, KII2/1 демонстрируют значи-
тельную способность синтезировать целлюлазы. У всех штаммов оказалась наиболее ярко выра-
жена целлюлолитическая активность. 
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Рис. 7. Штаммы, демонстрирующие (+) или не демонстрирующие (-) способность гидролизовать крахмал – А; 
гидролизовать пектин – В;  гидролизовать целлюлозу – С / Fig. 7. Strains that show (+) or do not show (-)  

the ability to hydrolyze starch - А; hydrolyze pectin - В;  hydrolyze cellulose - С 

 

Заключение 
 

Наиболее высокую амилолитическую активность продемонстрировали 5 штаммов рода Paeni-

bacillus (максимальный диаметр зоны гидролиза крахмала – 16 мм для К 1.14). В целом представи-
тели рода Paenibacillus имели более высокую амилолитическую активность, чем представители 
рода Bacillus. Штамм Ра 4.5, относящийся к роду Paenibacillus, обладал наиболее выраженной пек-
тинолитической активностью (диаметр зоны гидролиза пектина – 13,66 мм). Несколько штаммов 
рода Bacillus показали схожий результат – 13,34 мм. Целлюлолитическую активность изученные 
штаммы демонстрировали наиболее ярко, штамм Ра 4.24 (диаметр зоны гидролиза целлюлозы – 27 

мм) имел наиболее высокий показатель и относился к роду Paenibacillus. Зависимости активности 
пектиназ и целлюлаз от рода (Bacillus или Paenibacillus) выявлено не было.  

Эти результаты сходны с полученными в аналогичных исследованиях. Известно, что предста-
вители рода Bacillus обладают набором важных в биотехнологии и сельском хозяйстве характе-
ристик. Как правило, PGPR демонстрируют несколько ярко выраженных биохимических актив-
ностей одновременно; так, 4 штамма имели одновременно 3 активности. 

Данные штаммы могут применяться в качестве основы для биопрепарата, улучшающего рост 
ряда зерновых сельскохозяйственных культур. Наличие комплекса литических ферментов может 
быть использовано при разработке пробиотических препаратов для широкого спектра объектов 
животноводства и аквакультуры [37]. Изучение этих вопросов станет предметом наших дальней-
ших исследований.  
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ДИАГНОСТИКА ЭКОТОКСИЧНОСТИ ЛИТИЯ В ПОЧВАХ  
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Аннотация. Проведено исследование влияния загрязнения литием на активность инвертазы в черно-
земе обыкновенном, бурой лесной почве и серопесках. Литий вносили в форме хлорида и гидроксида в кон-
центрациях 15, 100 и 500 мг/кг. Контролем служила незагрязненная почва с естественным фоновым со-
держанием элемента. Инкубацию проводили в течение 10 сут. Установлено, что загрязнение исследуе-
мых почв соединениями лития приводит к снижению активности инвертазы. Изменение ферментатив-
ной активности зависело от концентрации элемента в почве. При внесении низких концентраций соеди-
нений лития зафиксирован эффект гормезиса. Наибольшую устойчивость к загрязнению литием про-
явили чернозем обыкновенный и бурая лесная почва, наименьшую – серопески. 

 
Ключевые слова: экотоксичность, чернозем обыкновенный, бурая лесная почва, серопески, фермента-

тивная активность, устойчивость 
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Abstract. The study of the effect of lithium pollution on invertase activity in Haplic Chernozem, Eutric Cambi-

sol and Eutric Arenosol was carried out. Lithium was introduced in the form of chloride and hydroxide at concen-

trations of 15, 100 and 500 mg/kg. The control was uncontaminated soil with a natural background content of the 
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element. Incubation was carried out for 10 days. As a result of the study of the effect of lithium pollution on 

invertase activity in soils of different buffering, it was found that contamination of the studied soils with lithium 

compounds leads to a decrease in invertase activity. The change in enzymatic activity depended on the concentra-

tion of the element in the soil. When low concentrations of lithium compounds are introduced, the effect of hormesis 

is recorded. Haplic Chernozem and Eutric Cambisol showed the greatest resistance to lithium contamination, 

while Eutric Arenosol showed the least resistance. 
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Введение 

 

Литий (Li) является одним из наиболее технофильных элементов. Прогнозируется рост техно-
фильности Li в XXI в. относительно 2000-х гг. более чем в 50 раз [1]. В связи с ростом масштабов 
производства и потребления Li в последние годы его рассматривают в качестве нового загрязнителя 
окружающей среды [2–4]. Стремительное потребление Li связано с его использованием в энергети-
ческом секторе для производства аккумуляторов, прежде всего литийионных, применяемых в элек-
тротранспорте, стационарных (промышленных и бытовых) накопителях энергии и в компактных 
источниках тока для компьютерной и телекоммуникационной техники [2, 5]. Значительный вклад в 
загрязнение почв литием вносит неправильная утилизация электронных отходов [6–8]. 

Несмотря на то что почвы постоянно подвергаются загрязнению литием, мало что известно о 
характеристиках загрязнения. Многие аспекты остаются малоисследованными или еще не иссле-
дованными, например зависимость экотоксичности Li от химической формы его соединений, 
концентрации в почве и др. Серьезного внимания требует изучение влияние Li на физико-хими-
ческие свойства и микробные сообщества почвы. 

Вследствие этого актуальным представляется провести комплексную широкомасштабную 
сравнительную оценку экотоксичности разных концентраций и химических форм Li. 

Цель работы – оценить экотоксичность Li в почвах разной буферности по активности инвер-
тазы. 

 

Объект и методы исследования 

 

Для модельного исследования были выбраны три типа почв разной буферности: чернозем 
обыкновенный, бурая лесная кислая почва, песчаные почвы черноземной зоны (серопески). Эти 

почвы отличаются по свойствам, которые определяют подвижность в почве металлов и металло-
идов. Сравнение влияния загрязнения Li на показатели почв позволит установить зависимость 
его экотоксичности от реакции среды, гранулометрического состава, содержания органического 
вещества.  

Чернозем обыкновенный тяжелосуглинистый, по классификации World Reference Base for 
Soil Resources (WRB) [9] – Haplic Chernozem (Loamic), отобран в Ботаническом саду ЮФУ (Ро-
стов-на-Дону). Почва характеризуется следующими свойствами: содержание гумуса – 3,4 %, 

рН=7,8, тяжелосуглинистый гранулометрический состав. Бурая лесная кислая почва (Eutric 
Cambisol [9]) отобрана в Краснодарском крае, Туапсинском районе, на выезде из поселка Гор-
ского. Содержание гумуса – 4,7 %, рН=6,0, тяжелосуглинистый гранулометрический состав. Се-
ропески (Eutric Arenosol [9]) отбирали в Ростовской области, Усть-Донецком районе, ст. Верхне-
кундрюченской. Почва характеризуется следующими свойствами: содержание гумуса – 2,7 %, 

рН=7,3, легкосуглинистый гранулометрический состав. 
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Литий вносили в почву в виде хлорида (LiCl) и гидроксида (LiOH) в концентрациях 15, 100 и 

500 мг на 1 кг почвы для охвата всего диапазона концентраций Li, встречающегося на сегодняш-
ний день в естественных и загрязненных почвах. Контролем служила незагрязненная почва с 
естественным фоновым содержанием элемента. 

Инкубацию проводили в течение 10 сут в контролируемых условиях: при постоянных темпе-
ратуре (24–25 ℃) и влажности воздуха (30 %). 

Измерение активности почвенных ферментов рекомендовано в качестве одного из самых чув-
ствительных индикаторов состояния почвы при загрязнении окружающей среды [10–13]. К тому 
же активность почвенных ферментов в лабораторных условиях определяют быстрыми и неслож-
ными методами [14]. 

В данном исследовании изучали влияние загрязнения Li на фермент из класса гидролаз – ин-
вертазу, которая играет фундаментальную роль в круговороте почвенного углерода (C) [15, 16]. 

Активность инвертазы (β-фруктофуранозидаза) определяли по количеству глюкозы при гидро-
лизе сахарозы, колориметрически, с использованием реактива Феллинга (мг глюкозы/10 г сухой 
почвы/24 ч). [17, 18]. 

Для оценки достоверности влияния загрязнения на исследуемые показатели был использован 
дисперсионный анализ. 

 

Результаты и обсуждение 

 

В результате исследования установлено, что загрязнение исследуемых почв соединениями Li 

приводит к ингибированию активности инвертазы. Изменение активности фермента зависит от 
химической формы (хлорид или гидроксид) Li и концентрации элемента в почве. 

На рис. 1 представлено изменение активности инвертазы при загрязнении чернозема обыкно-
венного, бурой лесной почвы и серопесков LiCl. При внесении 15 и 100 мг/кг LiCl в чернозем 
обыкновенный отмечена стимуляция активности фермента на 18 и 6 % соответственно относи-
тельно незагрязненного контрольного образца почвы. Повышение концентрации LiCl до 
500 мг/кг приводит к снижению активности инвертазы на 14 % ниже контроля.  

В бурой лесной почве эффект гормезиса (стимуляция активности фермента) проявился только 
при внесении 15 мг/кг Li в форме хлорида, активность инвертазы увеличилась на 16 % относи-
тельно контроля. При концентрации 100 мг/кг зафиксировано значение ферментативной актив-
ности на 10 % ниже контрольного образца. Концентрация 500 мг/кг привела к снижению актив-
ности инвертазы на 22 % относительно контроля. 

При загрязнении серопесков LiCl не было зафиксировано стимуляции активности инвертазы. 
При внесении 15, 100 и 500 мг/кг Li активность фермента снизилась на 6, 17 и 26 % по сравнению 
с контролем соответственно. 

Изменение активности инвертазы при загрязнении чернозема обыкновенного, бурой лесной 
почвы и серопесков LiOH представлено на рис. 2. 

Минимальная концентрация LiOH не оказала влияния на активность инвертазы в черноземе 
обыкновенном. При концентрации 100 мг/кг активность фермента снизилась на 26 % по сравне-
нию с незагрязненным образцом, концентрация 500 мг/кг Li привела к уменьшению активности 
фермента на 40 % ниже контроля. 

В бурой лесной почве изменений активности инвертазы при внесении 15 мг/кг LiOH не отме-
чено. Концентрация 100 мг/кг снизила значения показателя на 10 % относительно контроля, при 
50 мг/кг – на 47 % ниже контроля. 

В серопесках уже минимальная концентрация (15 мг/кг) LiOH привела к снижению активно-
сти инвертазы на 12 % относительно контроля, концентрация 100 мг/кг – на 18 %. Максимальное 

снижение активности инвертазы отмечено в серопесках при внесении 500 мг/кг лития в форме 
гидроксида, снижение составило 66 % относительно контрольного образца.  

Полученные данные подтверждаются ранее проведенными исследованиями. В работе [19] от-
мечена стимуляция почвенных ферментов (сахараза, уреаза, арилсульфатаза, пероксидаза, про-
теаза, фосфатаза, фитаза и липаза) при внесении в почву низких концентраций Li (от 10 до 
80 мг/кг). Повышение концентраций привело к значительному снижению активности ферментов, 
как и в нашем исследовании. 
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Рис. 1. Изменение активности инвертазы при загрязнении чернозема обыкновенного (1), бурой лесной 

 почвы (2) и серопесков (3) LiCl, % от контроля / Fig.1. Change in invertase activity during contamination of 

Haplic Chernozem (1), Eutric Cambisol (2) and Eutric Arenosol (3) by LiCl, % of control 

 

 
 

Рис. 2. Изменение активности инвертазы при загрязнении чернозема обыкновенного (1), бурой лесной  
почвы (2) и серопесков (3) LiOH, % от контроля / Fig. 2. Change in invertase activity  during contamination of 

Haplic Chernozem (1), Eutric Cambisol (2) and Eutric Arenosol (3) by LiOH, % of control 
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Сравнительная оценка влияния лития на исследованные почвы показала, что серопески менее 
устойчивы к загрязнению, чем чернозем обыкновенный и бурая лесная почва. Это связано с лег-
ким гранулометрическим составом и более низким содержанием гумуса в серопесках (2,7 %) по 
сравнению с тяжелосуглинистыми черноземом обыкновенным (3,4 %) и бурой лесной почвой 
(4,7 %). Органическое вещество выступает в качестве ключевого сорбента для Li в почвах, обу-
словливает меньшую подвижность Li в почвах и значительно минимизирует его доступность для 
растений и микроорганизмов [20]. Проведенные ранее исследования также показывают, что гра-
нулометрический состав и содержание органического вещества являются основными факторами, 
регулирующими закрепление Li в почве [21–23].  

 

Заключение 

 

Установлено, что загрязнение исследуемых почв соединениями Li приводит к снижению ак-
тивности инвертазы. Изменение ферментативной активности зависело от концентрации эле-
мента в почве. При внесении низких концентраций соединений Li зафиксирован эффект горме-
зиса. Наибольшую устойчивость к загрязнению литием проявили чернозем обыкновенный и бу-
рая лесная почва, наименьшую – серопески, что связано с генетическими особенностями этих 
почв. Результаты исследования целесообразно использовать при биодиагностике состояния почв 
разной буферности, загрязненных литием. 
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Аннотация. Основные запасы органического вещества наземных экосистем планеты аккумулированы 
в лесных почвах. Исследованы закономерности изменения запасов углерода в зависимости от местополо-
жения в рельефе и растительности в типичных буроземах широколиственных лесов западных отрогов 
Сихотэ-Алиня Приморского края. Буроземы типичные юго-юго-восточного и северо-северо-западного 
склонов морфологически отличаются мощностью генетических горизонтов и степенью каменистости. 
Запасы углерода в них варьируют в зависимости от места расположения и преобладающих древесных 
пород, постепенно увеличиваясь в почвах от водораздела вниз по склону к подножью. Наибольшие запасы 
углерода выявлены в почвах поймы ручья на участке березово-ясеневого разнотравного леса (104–
108 т/га – в слоях 0–30 и 0–50 см), наименьшие – в почвах крутого склона южной экспозиции под ксеро-
фитными дубняками (65–67 т/га – в слоях 0–30 и 0–50 см). Полученные данные полностью соответ-
ствуют оценке запасов углерода в почвенных слоях для Приморско-Приамурского хвойно-широколиствен-
ного района Дальнего Востока. Выявлены зависимости между содержанием поглощенных оснований, ор-
ганического углерода, доступных форм элементов питания (фосфора и калия), актуальной кислотностью 
и фракцией физической глины. 
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Abstract. The main reserves of organic matter of terrestrial ecosystems of the planet are accumulated in forest 

soils. The patterns of changes in carbon stocks depending on the location in the relief and vegetation in Haplic 

Cambisols (brown soils typical) of broad-leaved forests of the western spurs of the Sikhote-Alin Primorsky 

Territory are studied. Haplic Cambisols of the south-southeastern and north-northwestern slopes morphologically 

differ in the thickness of the genetic horizons and the degree of stony. Their carbon reserves vary depending on 

the location and the prevailing tree species, and they gradually increase in soils from the watershed downhill to 

the foot. The largest carbon reserves were found in the soils of the floodplain of the stream in the area of birch-

ash mixed forest (104–108 t/ha in layers 0–30 and 0–50 cm), the smallest – in the soils of the steep slope of the 

southern exposure under xerophytic oak forests (65–67 t/ha, in layers 0–30 and 0–50 cm). The data obtained fully 

correspond to the assessment of carbon reserves in soil layers for the Primorsko-Priamursky coniferous-deciduous 

region of the Far East. Close relationships have been revealed between the content of exchangeable  bases, organic 

carbon, available forms of nutrients (phosphorus and potassium), actual acidity and the content of the fraction of 

physical clay. 
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Введение 

 

Леса занимают примерно 30 % поверхности Земли и играют важную роль в глобальном круго-
вороте углерода. Лесные почвы – признанный резервуар стабильного углерода в биосфере, а в усло-
виях глобального потепления связывание углерода является одной из важнейших функций лесов. 
Установлено, что в лесных почвах содержится более 40 % общего органического углерода назем-
ных экосистем [1], при этом накопление углерода определяется балансом между его поступлением 
с опадом растений и выделением в результате разложения и зависит от многих факторов, в частно-
сти от видового состава древесных пород, микроклиматических условий, рельефа, почв и др. 

Состав и свойства почвы, тепловой и водно-воздушный режимы могут варьировать в зависи-
мости от экспозиции и крутизны склона. О заметных различиях свойств почв, расположенных 
на склонах южной (инсолируемой) и северной (теневой) экспозиции, уже неоднократно упоми-
нали [2, 3], но в регионе подобные исследования не проводили.  

Между тем существует мнение, что оценка комбинированного влияния различных факторов 
на накопление углерода в лесных почвах должна лежать в основе разработки мер по смягчению 
последствий изменения климата в условиях необходимости достижения углеродной нейтрально-
сти [4]. Цель работы – дать сравнительную оценку запасов органического углерода в почвах ши-
роколиственных лесов южной части Приморья на склонах разной экспозиции.  

 

Объекты и методы 

 

Исследования выполнены в лесах западных отрогов Сихотэ-Алиня вблизи Горнотаежной 
станции ДВО РАН (43°41′37″, 132°09′10″, юго-западная часть Приморского края), на территории, 
которая входит в южную подзону смешанных хвойно-широколиственных лесов, основу которых 
составляют виды маньчжурской флоры [5]. Низкогорный рельеф ограничивает проникновение 
влажного морского воздуха вглубь материка, среднегодовая норма осадков –  520–780 мм·год-1, 

преобладающая их часть выпадает в летний период. Средняя температура января –  -15 °С, июля – 

+21 °С, вегетационный период длится 178–189 дней [6].  
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Семь разрезов были заложены рядом с экологическим профилем многолетних исследований 
ценотической структуры леса в водосборном бассейне ручья Дегтярева, притока р. Комаровки 
(бассейн Японского моря) (рис. 1, табл. 1). Трансекта пересекает бассейн ручья от водораздела 
до водораздела по юго-юго-восточному (длина 140 м, ксерофитный дубняк) и северо-северо-за-
падному (длина 610 м, широколиственный лес) склонам. Разница абсолютных отметок – от 184 
(пойма) до 230 (южный склон) и 260 м н. у. м. (северный склон). Крутизна поверхности варьирует 
от 7–10° на северном до 25–40° на южном склоне [7]. Все исследуемые почвы являются бурозе-
мами типичными и морфологически отличаются мощностью генетических горизонтов и степе-
нью каменистости.  

 

 
 

Рис. 1. Район исследования.  ▀ – номера разрезов (URL: https://ru-ru.topographic-map.com) 

 / Fig. 1. The research area.  ▀ - soil profile numbers 

 

Таблица 1 / Table 1 

 

Условия почвообразования / Soil formation conditions 

 

Разрез Рельеф 
Экспозиция 

склона 

Высота, 
м 

Почвообразующая 

порода 
Тип леса [7] 

1 Водораздел С-С-З 260 Элювий плотных пород 
Дубняк с липой  
разнокустарниковый 

2 
Верхняя часть  
пологого склона 

С-С-З 230 
Элюво-делювий  
плотных пород 

Липово-дубовый  
с кленом, разно- 

кустарниково- 

чубушниковый 

3 
Средняя часть  
пологого склона  С-С-З 190 

Элюво-делювий  
плотных пород 

Осиново-липовый  
с дубом лещиновый  

4 Пойма ручья  Ю-Ю-В 184 Аллювий 
Березово-ясеневый  
разнотравный  

5 
Средняя часть  
крутого склона 

Ю-Ю-В 210 
Элюво-делювий  
плотных пород 

Дубняк осоковый 

6 
Верхняя часть  
крутого склона 

Ю-Ю-В 220 
Элюво-делювий  
плотных пород 

Дубняк марьянниково- 

осоковый 

7 Водораздел Ю-Ю-В 230 Элювий плотных пород Дубняк осоковый 

 

Содержание органического углерода определяли методом Тюрина, pH водный – потенцио-
метрически, содержание поглощенных оснований – по Шолленбергеру, подвижные соединения 
фосфора и калия – по методу Кирсанова [8]. Запасы органического углерода рассчитаны по фор-
муле З = С ⋅ h ⋅d ⋅ k, где З – запас органического углерода, т/га; С – содержание углерода, %; h – 

мощность слоя, см; d – плотность сложения, г/смз; k – коэффициент каменистости. 
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Результаты и обсуждение 

 

Профиль типичных буроземов – маломощный и слабо разделен на генетические горизонты. 
Подстилка (1–2 см) состоит преимущественно из листьев разной степени разложения. Под рыхлым 
темно-серым с бурым оттенком гумусовым преимущественно легкосуглинистым горизонтом по-
рошисто-зернистой структуры залегает уплотненный иллювиальный горизонт светло-бурого 
цвета, порошисто-мелкокомковатой структуры с обильным включением камней и щебня (часто 
свыше 40 %). Горизонт C палево-бурый, легкосуглинистый, комковатый, сильнокаменистый. Вы-
сокое содержание песчаных фракций в почвах крутого склона южной экспозиции, вероятно, явля-
ется следствием процессов интенсивного физического выветривания в условиях более контраст-
ного водно-термического режима при глубоком промерзании почв малоснежной зимой.  

Актуальная кислотность поверхностных слоев варьирует от кислой до сильнокислой, несколько 
увеличивается с глубиной (табл. 2). Наиболее кислая среда выявлена в разрезах, заложенных на 
склоне южной экспозиции. Сумма поглощенных оснований очень высокая в верхних горизонтах 
почв склона северной экспозиции и изменяется от повышенной до высокой в почвах склона южной 
экспозиции, снижаясь в серединных слоях профиля. Высокая сумма поглощенных оснований в гу-
мусовых горизонтах буроземов является характерной особенностью почв Приморья. Она варьи-
рует в больших пределах и бывает выше 62 смоль (экв)/кг в почвах, развитых на элювии базаль-
тов [9]. Кроме того, в почву с опадом древесных и кустарниковых пород поступает большое ко-
личество щелочных и щелочноземельных элементов. Порядок накопления зольных элементов в 
лесах южного Сихотэ-Алиня представлен рядом Ca > Si > K > Mg > P > Al> Fe >Na [10].  

 
Таблица 2 / Table 2 

 

Основные свойства почв / Basic soil properties 

 

Разрез Горизонт 
Глубина, 

см 
pHH2O 

С орг., 
 % 

Сумма поглощен-
ных оснований, 
смоль(экв)/кг 

P2O5 K2O Фракции, % 

мг/100 г 
почвы 

<0,001, 

мм 

<0,01,  

мм 

1 

AY 0–6 6,4 8,64 66,17 6,1 60,3 21 33 

BM 6–16 6,3 5,23 46,92 4,1 49,4 12 42 

С 16–30 5,4 2,32 21,61 0,3 14,1 14 38 

2 

AY 0–14 5,7 7,09 43,47 2,2 29,1 10 34 

BM 14–20 5,6 3,69 26,07 0,8 9,9 10 43 

С 20–40 5,7 0,56 16,14 0,8 8,4 13 47 

3 

AY 0–8 5,6 8,56 49,23 2,2 33,1 11 27 

BM 8–13 5,4 4,21 18,66 0,8 11,8 15 37 

С 13–25 5,3 1,12 15,52 0,2 6,7 17 28 

4 

AY 0–8 5,2 6,21 25,61 1,7 20,6 13 30 

BM 8–17 4,9 3,88 9,98 2,0 7,8 19 27 

С 17–45 5,1 0,74 8,41 0,8 4,6 10 21 

5 

AY 0–5 6,2 9,22 16,12 5,2 51,4 15 27 

BM 5–17 4,5 2,44 6,82 0,2 17,2 11 23 

С 17–40 4,6 0,65 5,70 0,1 20,4 9 24 

6 

AY 0–5 4,3 10,31 30,3 3,8 62,1 14 25 

BM 5–12 4,2 3,72 7,93 1,7 39,2 16 25 

С 12–38 4,4 0,64 6,82 1,0 20,9 16 28 

7 

AY 0–5 4,8 5,05 15,18 1,0 30,4 17 22 

BM 5–18 4,6 2,57 9,49 0,6 6,9 17 24 

С 18–30 4,6 0,65 5,7 0,1 20,4 19 26 
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Содержание доступного фосфора в гумусовых слоях большинства разрезов очень низкое, 
среднее – в разрезе 5, повышенное – в разрезах 1 и 6, с глубиной оно становится просто ничтож-
ным, что характерно для буроземов Приморья. Количество обменного калия в верхней части 
профиля очень высокое, книзу падает. Содержание органического углерода в поверхностных го-
ризонтах – 5,05–10,31 %, с глубиной снижается и в нижних слоях составляет 0,56–2,32 %. Эти 
данные мало отличаются от сведений, полученных более 40 лет назад [11], что свидетельствует 
о стабильности экосистемы.  

Запасы углерода варьируют в зависимости от места расположения и преобладающей расти-
тельности (табл. 3). Экспозиция склонов и уклон – основные факторы, влияющие на их варьиро-
вание в почвах в условиях склонового рельефа. Наибольшие запасы углерода выявлены в почвах 

поймы ручья на участке березово-ясеневого  разнотравного леса, наименьшие – в почвах крутого 
склона южной экспозиции под дубняками. В почвах как северного, так и южного склонов запасы 
углерода постепенно растут от водораздела к подножью. При этом они в средней части профиля 
почв склона южной экспозиции сравнимы с запасами в верхнем гумусовом слое (рис. 2).  Подоб-
ные закономерности описаны для черных почв пологих холмов северо-восточного Китая, заня-
тых дубовыми лесами [12].  
 

Таблица 3 / Table 3 

 

Запасы органического углерода в почвах, т/га / Reserves of organic carbon in soils, t/ha 

 

Мощность 
слоя, см 

Водораздел 
Часть склона 

Средняя Нижняя Подножие 

/260 /230 С/220 Ю/230 С/190 Ю/184 /180 

0–30 74 62 87 66 85 65 104 

0–50 86 65 90 69 90 68 108 

 

 Примечание. С, Ю – северная и южная экспозиция склона; /260 – высота над уровнем моря, м. 
 

 
 

Рис. 2. Запасы углерода в различных горизонтах почв (0–50 см), т/га: 1–7 – номера разрезов  
/ Fig. 2. Carbon stoks in the soil profile (0-50 cm), t/ha: 1-7 are numbers of soil profils 

 

Сотрудниками Центра по проблемам экологии и продуктивности лесов РАН доказано, что 
разнообразие древесных пород увеличивает продуктивность леса [13]. По данным многолетних 
исследований, лиственные растения древесного яруса на основе качества опада делятся на две 
основные функциональные группы: 1) лиственные деревья с быстроразлагаемым опадом (к ним 
относятся виды родов Acer, Fraxinus, Tilia, Ulmus, Betula, Alnus); 2) лиственные деревья с мед-
ленно разлагаемым опадом (Populus, Quercus, Fagus). В первом случае опад характеризуется вы-
соким содержанием оснований, низкой кислотностью, узким C/N, во втором – низким содержа-
нием оснований, высокой кислотностью, высоким содержанием лигнина и вторичных метаболи- 
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тов, а также широким отношением C/N. Перемешивание в подстилке опада различного качества 
увеличивает эффективность переноса углерода в минеральные горизонты почв [4, 13]. Поэтому 
предположение, что разнообразие древесных культур (дуб, липа, осина, береза, ясень) на север-
ном склоне способствует большей аккумуляции углерода (74–87 и 86–90 т/га в слоях 0–30 и 0–
50 см), чем в почвах под монодоминантным ксерофитным дубняком на южном склоне (62–66  и 
65–69 т/га соответственно) вполне обосновано.  

Согласно расчетам средних запасов углерода под насаждениями лиственных культур в Даль-
невосточном регионе России [14], под мягколиственными породами они варьируют в пределах 
82–110 т/га (в слоях 0–30 и 0–50 см), твердолиственными – 50–58 т/га. Полученные нами данные 
практически укладываются в указанные диапазоны. Они также полностью соответствуют оценке 
запасов углерода в почвенных слоях Приморско-Приамурского хвойно-широколиственного рай-
она (61±12 и 84±20 т/га в слоях 0–30 и 0–50 см) [15]. 

Анализ главных компонент (PCA) дал возможность описать более 63 % общей изменчивости 
массива данных (рис. 3). Наиболее тесная положительная связь выявлена между содержанием 
поглощенных оснований, органического углерода, доступных форм фосфора и калия, фракции 
физической глины, актуальной кислотностью и запасом органического углерода (табл. 4). Доста-
точное количество элементов минерального питания способствует хорошей биопродуктивности 
леса, и соответственно, высокому содержанию органического вещества в почвах. 

 

 
 

Рис. 3. Биплот с результатами PCA, выполненного для  химических и физических параметров почв  
/ Fig. 3. Principal component analysis (PCA) biplot of the chemical and physical properties of soils 

 

Схожие данные были получены при анализе взаимосвязей содержания органического веще-
ства, химических и физических параметров почв широколиственных лесов горных территорий 
Польши и Бразилии [16, 17]. На преимущественное участие тонкопылеватой фракции в накоп-
лении органического углерода в профиле буроземов региона уже указывалось ранее, также 
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было установлено, что в почвах штата Колорадо 
(США) илистая фракция аккумулирует до 30 % уг-
лерода, а фракции тонкой и средней пыли – до  
37 % [18, 19]. 

Тесные зависимости между физическими и 
химическими свойствами почв, содержанием в 
них доступных форм элементов питания расте-
ний и органического углерода (как и его запасом 
в слое 0–50 см) свидетельствуют, что типичные 
буроземы играют важную роль в экосистеме ши-
роколиственных лесов, выполняя функции депо 
питательных веществ и поддержания биоразно-
образия. Для уточнения выявленных взаимосвя-
зей запасов углерода в почвах с их грануломет-
рическим составом и положением в ландшафте 
необходимо продолжить исследования. 

 

Заключение 

 

Проведенные исследования показали, что на 
величину запасов углерода в типичных бурозе-
мах широколиственных лесов южного Примо-
рья влияют экспозиция и крутизна склонов, состав древесной растительности, кислотность 
почв, их вещественный и гранулометрический состав.  Тесные зависимости между физиче-
скими и химическими свойствами почв, содержанием в них питательных  элементов и орга-
нического углерода подтверждают, что буроземы типичные в экосистеме широколиственных 
лесов выполняют функции хранилища питательных веществ и поддержания биоразнообразия. 
В южных отрогах Сихотэ-Алиня мощность гумусовых горизонтов невелика, а мощность про-
филя почв редко достигает 60 см, поэтому оценка запасов углерода в них до глубины 50 см 
вполне оправдана.  
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Таблица 4 / Table 4 

 

Результаты анализа PCA на основе данных 

о запасах углерода и основных свойствах 
почв / Results of PCA analysis based on data 

on carbon stocks andbasic soil properties 

 

Свойство почв F1 F2 

pH 0,741* -0,302 

C, % 0,885 0,333 

Запас, т/га 0,728 0,356 

P2O5, мг/100 г почвы 0,760 0,285 

K2O, мг/100 г почвы 0,799 0,295 
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Примечание. 0,741* – значимы при p<0,01. 
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Введение 

 

Явление реликтовости отражает исторические процессы формирования флоры, проходившие 
на фоне палеоклиматических трансформаций, связанных большей частью с древними её измене-
ниями, захватывающими верхний миоцен, плиоцен, ледниковые и ксеротермические периоды 
плейстоцена, т.е. отрезок времени, составляющий приблизительно 6 млн лет. Эта категория ви-
дов относится к климатическим реликтам, формировавшимся в процессе изменения климата, 
начиная с палеогена-неогена.  

Принадлежность к реликтовым элементам флоры определяется характером современных гео-
графических локусов, представляющих собой остатки некогда более обширных ареалов, изме-
нившихся в связи с историческими событиями, происходившими не только на прилегающих тер-
риториях в какой-либо естественной флоре, но и на более обширных участках суши – на конти-
нентах. За пределами своего основного ареала реликтовый вид имеет более или менее ограни-
ченное распространение. 

Время вхождения реликтового вида в состав флоры может не соответствовать реальному воз-
расту вида. Если вид имеет третичный возраст, а вошёл в состав какой-либо флоры в ледниковые 
эпохи, то для данной флоры он будет ледниковым реликтом, а третичным он будет для той 
флоры, где этот вид образовался. Тем не менее наличие таких видов в составе флоры имеет важ-
ное значение для понимания исторических процессов становления флоры.  

Климатическая реликтовость связана с изменениями климата в течение кайонозоя, преиму-
щественно неогена и квартера, и миграционными процессами, протекавшими по градиенту из-
менения экологических условий обитания видов.  

Цель исследования – установление хорологических связей неогеновых реликтов флоры Кара-
чаево-Черкесии с бореальными, подтверждение гипотезы гетерохронности плиоценовых волн 
миграции бореальных видов на Кавказ. 

 

Методика исследования 

 

Исследование основано на анализе современных ареалов реликтовых видов флоры Кара-
чаево-Черкесии, имеющих анклавные участки ареалов на Кавказе, определении потенциальной 
возможности плиоценовых миграционных перемещений отдельных видов и флористических 
комплексов из бореальной области на Кавказ с учётом палеоклиматических и палеоботанических 
данных. 

 

Результаты исследования и их обсуждение 

 

Существует мнение, что аркто-альпийские элементы на Кавказе – древнее явление, плиоце-
новое, и разрыв ареалов есть результат позднейших климатических изменений. Такой точки зре-
ния придерживался А.А. Фёдоров [1] и некоторые другие исследователи [2–4]. В подтверждение 
этой точки зрения Р.В. Камелин [5] указал на наличие лакун (аномалии отсутствия) в кавказской 
флоре представителей некоторых родов, входивших в состав «плейстоценовой лесостепи», по 
которой они проникли в Европу, но не попали на Кавказ. Это преимущественно виды евро-ази-
атских родов (Andromeda, Arctous, Chamaedaphne, Dendranthema, Larix, Ledum, Leontopodium 

и др.) и европейских (Cortusa, Soldanella). То есть эти лакуны свидетельствуют о невозможности 
проникновения бореальных элементов на Кавказ в плейстоцене не только с севера, но и с востока. 
Эта точка зрения поддержана в [6]. 

Анализ ареалов видов флоры Карачаево-Черкесии показывает, что подобное развитие собы-
тий могло иметь место, поскольку существует значительное количество бореальных видов, име- 
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ющих анклавный участок ареала на Кавказе, который не может быть объяснён более поздними 
голоценовыми миграциями.   

Движущей силой миграционных процессов является изменение физико-географических и 
климатических условий внешней среды. В плиоцене к таким изменениям относятся образование 
высокогорий с высотой до 4000 м н. у. м. [7], формирование Ставропольской возвышенности, 
обособление Черноморской котловины от Каспийской, соединение Кавказского полуострова с 
Русской равниной, трансгрессия и регрессия Каспия [8], появление лакколитов Кавминвод [9]. 
Колебания климата выражались в чередовании холодных и тёплых периодов, в акчагыле и ап-
шероне на северном макросклоне появились первые горные оледенения: позднеакчагыльское 
(Эльбрусское) и апшеронское (Чегемское) [10], что могло способствовать бореализации флоры 
Кавказа. На северном берегу Маныча в акчагыле были распространены обширные бореальные 
леса, в которых обитали такие виды, как Alnus incana, Betula alba, Carpinus betulus, Fagus 

orientalis, Quercus roburoides, Populus tremula и др. [11]. По данным Н.А. Щёкиной [12], на юге 
Русской равнины в это время была распространена лесостепь с лесами из Abies, Engelhardia,  

Fagus, Ostrya, Populus, Pterocarya. А в окрестностях Владикавказа по данным спорово-пыльце-
вого анализа (Тарский торфяник) в состав апшеронского леса входили Abies, Alnus, Betula, 

Carpinus, Corylus, Fagus, Picea, Pinus, Quercus, Salix, реже встречались Pterocarya, Ilex, Zelkova 

и др. [13]. То есть в плиоцене кавказская флора носила вполне бореальный облик. 
Все виды, попавшие на Кавказ в плиоцене, следует относить к третичным (плиоценовым) ре-

ликтам. Здесь они в настоящее время имеют анклавный характер ареала и находятся в географи-
ческой изоляции. Часть из них трансформировалась в новые виды, ставшие викарными, другие 
не претерпели изменений, остались разъединёнными.  

Викарирующих видов немного, некоторые из них не признаются самостоятельными и в базах 
данных IPNI (International Plant Names Index) и POWO (Plants of the World Online) относятся к 

синонимам (Atropa caucasica, Carpinus caucasica, Convallaria transcaucasica, Dryas caucasica и 
др.). Некоторые из них трактуются как подвиды (Empetrum caucasicum, Tilia caucasica, Pyrus 

caucasica и др.) или разновидности (Caltha polypetala, Pinus sosnowskyi и др.). Из перечисленных 
ниже 30 викарирующих видов лишь 11 являются признанными (Abies nordmanniana, Antennaria 

caucasica, Arctostaphylos caucasica, Brunnera macrophylla, Corydalis caucasica, Fagus orientalis, 

Hedysarum caucasicum, Picea orientalis, Polemonium caucasicum, Salix caucasica, Viola caucasica). 

Остальные виды мы считаем самостоятельными, поскольку сведения, приводимые в базах дан-
ных в Интернете или печатных изданиях, носят большей частью рекомендательный характер, и 
каждый исследователь вправе сам решать, анализируя всю совокупность анатомо-морфологиче-
ских, экологических, хорологических и других факторов, самостоятелен какой-то конкретный 
вид или нет. Кроме того, в данном исследовании мы придерживаемся монотипической концеп-
ции вида, понимающей таксон в ранге вида в широком смысле без подразделения на подвиды и 
разновидности. 

Викарирующие виды, занимающие одинаковые экологические ниши в бореальных областях 
и на Кавказе, в том числе и на территории КЧР, следующие:  

1. Abies nordmanniana (Steven) Spach – преимущественно западнокавказский вид, южная гра-
ница ареала которого заходит в Турцию, по северному макросклону доходит до Северной Осе-
тии. Викарирует с европейским видом A. alba Mill., от которого отличается более крупными в 
диаметре шишками и выемчатыми на верхушке у остроконечия кроющими чешуями [14]. 

2. Antennaria caucasica Boriss. – общекавказский географический тип, часть ареала которого 
заходит в Турцию по Лазистанскому хребту. Выделен из палеарктического A. dioica (L.) Gaertn., 

от которого отличается цветом корзинок, формой корзинок и листочков обёртки, формой и опу-
шением прикорневых и стеблевых листьев с обеих сторон (а не только снизу), величиной и фор-
мой цветков и хохолков и другими признаками [15]. 

3. Aquilegia caucasica Bieb. (A. olympica Boiss.) – субкавказский географический тип, ареал 
которого, помимо Кавказа, заходит в Турцию и Иран. Викарен европейскому A. vulgaris L., от 
которого отличается более крупными цветками (5–8 см в диаметре (а не до 4,5 см) и более длин-
ными листовками до 3 см длиной (а не до 2 см)) [16]. 

4. Arctostaphylos caucasica Lipsch. – эндемик Большого Кавказа, преимущественно северного 
макросклона. Часть ареала находится в северо-западном Закавказье. Викарен A. uva-ursi (L.) 

Spreng. – панбореальному географическому типу, распространённому в лесной зоне Северного 
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полушария, частично заходящего в тундру [17]. Отличительные особенности А. сaucasica – более 
крупные и широкие листья, менее густая облиственность годовых побегов [18].  

5. Asarum ibericum Steven ex Ledeb. (A. intermedium (C.A.Mey.) Grossh.; A. caucasicum (Dusch.) 

N. Busch) – кавказский эндемик, ареал которого охватывает северный макросклон Большого Кав-
каза, преимущественно западную и центральную части, и западное Закавказье. Викарирует с ев-
ропейским A. europaeum L., от которого отличается округло-сердцевидными листьями, ко вре-
мени цветения снизу голыми (а не округло-почковидными, снизу покрытыми короткими волос-
ками) и оливково-бурым околоцветником (а не коричнево-бурым) [19].   

6. Atropa caucasica Kreyer – субкавказский географический тип, ареал которого выходит за 
пределы Кавказа в Турцию и Иран. Часто этот вид отождествляют с европейским A. bella-donna 

L., от которого он отличается цветом венчика (буровато-фиолетово-красноватым, а не грязно-
буро-фиолетово-красноватым до грязно-тёмно-фиолетового) и голыми стеблями, покрытыми си-
зым налётом (а не железисто-пушистым, особенно под соцветием) [20].  

7. Betula litwinowii Doluch. – эндемик Кавказа и северной части Лазистана, тяготеющий к 
верхней границе леса.  Растёт вместе с палеарктическим видом B. pendula Roth. Ещё один близ-
кородственный вид, растущий на Кавказе, – это евро-сибирский B. pubescens Ehrh. Отличия 
между этими видами сводятся к наличию или отсутствию железистых выделений на побегах в 
виде макроскопических гранул, опушения на молодых побегах и бородок волосков в углах жилок 
листьев, наклоном лопастей плодовых чешуй, формой листовой пластинки. Эти признаки сильно 
варьируют, так что в некоторых случаях отличить виды не представляется возможным [21]. 

8. Brunnera macrophylla (Bieb.) Johnst. – общекавказский географический тип, распространён-
ный в тенистых лесах. Викарен сибирскому B. sibirica Steven, от которого отличается более мел-
кими листьями (4–7 см длиной, а не до 20), более мелким венчиком (3–4 мм в диаметре, а не 5–
10), обильным и мягким опушением (а не бедным и жёстким) [22]. 

9.  Caltha polypetala Hochst. – субкавказский географический тип, ареал которого заходит в 
Иран. Близкородственным видом является голарктический C. palustris L. C. polypetala отличается 
длинными прямыми, а не отклонёнными столбиками (3–4 мм, а не 1–1,5 мм длиной) и количе-
ством чашелистиков, число которых может достигать 10 (а не 5) [23]. 

10.  Carpinus caucasica Grossh. Распространён на Кавказе, в северном Иране, северной Турции. 
Викарен европейскому C. betulus L., от которого отличается более короткими листьями, тупой 
или закруглённой на верхушке средней лопастью плюски (а не заострённой), яйцевидным, 
кверху суженным орешком (а не овальным с остатками околоцветника на верхушке) [24, 25]. 

11.  Convallaria transcaucasica Utkin ex Grossh. – кавказский эндемик, распространённый на 
Большом и Малом Кавказе. Входит в состав панбореального C. majalis L. s.l., распространённого 
в Европе, Сибири, Северной Америке. Дальневосточные популяции выделяются в C. manshurica 

(Kom.) Knorring, сахалинские – в C. keiskei Miq., кавказский анклав – в C. transcaucasica [26]. От 
C. majalis отличается более крупными размерами, в том числе цветка, цилиндрически-колоколь-
чатым околоцветником (а не шаровидным), не расширенными треугольно к основанию нитями 
тычинок [27]. 

12.  Corydalis caucasica DC. – общекавказский географический тип, заходящий на южной гра-
нице ареала в Турцию. Викарирует с европейским C. intermedia Merat, от которого отличается 
рыхлой прямой кистью (а не сжатой, почти головчатой, в начале цветения поникающей), паль-
чато-надрезанными на шиловидные дольки чашелистиками (а не зубчатыми), крупным (20–
25 мм длиной) венчиком (а не до 15 мм), более длинными и узкими (до 20 мм длиной и до 3 мм 
шириной) коробочками (а не 10–15 мм длиной и 4–5 мм шириной) [28].  

13.  Dictamnus caucasicus (Fisch. et C.A.Mey.) Grossh. – общекавказский географический тип, 
южная граница ареала которого заходит в Иран. Викарен европейскому D. albus L., отличитель-
ными особенностями которого являются опушённые в верхней части стебли (а не железистые), 
листья с 3–8 парами листочков (а не 7–13), покрытой желёзками на ножке (а не сидячими) коро-
бочкой [29].  

14.  Empetrum caucasicum Juz. – кавказский эндемик, полигамный вид, распространённый на 
Большом и Малом Кавказе, ареал которого заходит в Турцию по Лазистанскому хребту. Входит 
в состав полиморфного рода E. nigrum L. s.l., включающего в Евразии 9 видов, находящихся на 
ранних этапах дивергенции, что характеризуется образованием микровидов [30]. Видообразова-
тельный процесс внутри рода способствовал расхождению признаков, прежде всего по полу (од- 
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нодомные, двудомные и полигамные виды) [31]. Близок к E. subholarcticum V.Vassil., распро-
странённому в Сибири, на Дальнем Востоке, в Северной Америке, полигамному виду [32], отли-
чающемуся от него лепестками венчика с зубчиком на верхушке и тычиночными нитями, кото-
рые в 2–2,5 раза длиннее лепестков (а не в 3–4) [33].  

15.  Dryas caucasica Juz. ex Woronow – эндемик Большого Кавказа,  в отличие от циркумполяр-
ного Dryas octopetala L. имеет более крупные листья с большим количеством зубцов, более длин-
ные цветочные стрелки, более крупные чашечку и венчик, 2–7 прицветников (у D. octopetala – 

1 прицветник), несколько иной характер опушения [34].  
16.  Fagus orientalis Lipsky – субкавказский географический тип, помимо Кавказа распростра-

нённый на юго-востоке Балканского полуострова, в северной Турции и северном Иране. Вика-
рирует с европейским F. sylvatica L., от которого отличается большим количеством жилок листа, 
ширококолокольчатым околоцветником мужского цветка с 12 тычинками (в отличие от ворон-
ковидно-колокольчатого с 4–15 тычинками) и неодинаковыми придатками плюски, нижние из 
которых линейные или линейно-лопатчатые, верхние – шиловидные (у F. sylvaticum все шило-
видные) [35]. 

17.  Gentiana schistocalyx (C.Koch) C.Koch – общекавказский вид, заходящий краем ареала в 
Турцию и Иран. Викарен палеарктическому G. asclepiadea L., от которого отличается более круп-
ной чашечкой, вдвое короче венчика, односторонне расщеплённой (а не втрое короче, цельной), 
лопастями венчика в 5–6 раз короче трубки (а не в 6–7) [36]. 

18.  Hedysarum caucasicum Bieb. – эндемик Большого Кавказа, обитающий на субальпийских 
лугах. Викарен палеарктическому H. hedysaroides (L.) Schinz et Thell., от которого отличается 
количеством листочков листа (7–12, а не 6–9), тёмно-пурпуровым венчиком (а не светло-фиоле-
товым), узким крылом на членике боба (а не широким) и некоторыми другими признаками [37].  

19.  Mentha caucasica Gand. – общекавказский вид, распространённый в лесах и на сырых лу-
гах Большого и Малого Кавказа, включая северную часть Лазистана. Замещает европейскую 
M. longifolia (L.) Huds., от которой отличается меньшей высотой (30–60 см, а не 100–180), по 
краю длинными и тонкими (а не крупными и неравными) пильчато-зубчатыми листьями, жёст-
коволосистым венчиком (а не тонкопушистым) [38]. 

20.  Paeonia caucasica (Schipcz.) Schipcz. – западнокавказский вид, южная граница ареала ко-
торого заходит в Турцию, реликтовые участки ареала имеются в среднегорных лесах по рекам 
Кума, Подкумок и Малка. Близок к южноевропейско-малоазиатскому P. mascula (L.) Mill. 

(P. corallina Retz.), от которого отличается тупыми верхушками сегментов листа (а не внезапно 
заострёнными), белым густым опушением листовок (а не бронзовым) [39].  

21.  Picea orientalis (L.) Link – основной ареал вида находится в западном Закавказье и север-
ной Турции, на северном макросклоне простирается в горной части от верховьев реки Белой до 
Терека, в Европе замещается Picea excelsa Link. Отличительными признаками являются более 
мелкие шишки (5–8 см длиной и до 2 см в диаметре, а не 10–16 и 3–4) и цельнокрайней семенной 
чешуёй (а не выгрызенно-зубчатой) [40]. 

22.  Pinus sosnowskyi Nakai (P. kochiana Klotzsch., P. hamata (Stev.) Sosn.) – эндемик Кавказа и 
Северной Анатолии. От викарного евро-сибирского   P. sylvestris L. отличается менее крупными, 
большей частью косыми шишками, строением семенных чешуй, щитки которых блестящие (ла-
кированные), желтовато-бурые, более или менее вздутые и крючковидно загнутые к основанию 
чешуи [41]. 

23.  Polemonium caucasicum N. Busch имеет два участка ареала – на Кавказе и в Средней Азии 
(Алтай, Тянь-Шань). Викарирует с евро-сибирским P. caeruleum L., от которого отличается 
более крупным венчиком (16–21 мм длиной, а не около 15 мм), широкообратнояйцевидной 
коробочкой (а не почти округлой), тычинками короче венчика (а не длиннее или равного ему). 
По мнению В.Н. Васильева, он близок к преимущественно сибирскому P. villosum Rudolph ex 

Georgi, и его можно считать промежуточным между этими двумя видами [42]. Что же касается 
азиатского участка ареала, то при более глубоком изучении там, возможно, будет выделен са-
мостоятельный вид.  

24.  Pyrus caucasica Fed. – общекавказский географический тип, распространённый на Боль-
шом и Малом Кавказе. Викарным является европейская Pyrus communis L., у которой грушевид-
ные плоды (а не шаровидные или сплюснуто-шаровидные), неколючие ветви (в отличие от вет-
вей с колючками), иной формы листья [36, 43]. 
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25.  Salix caucasica Anderss. – общекавказский вид, распространённый большей частью на Боль-
шом Кавказе и в западном Закавказье, включая Лазистан. В Европе замещается S. aurita L., от кото-
рой отличается обратноовальными или обратноланцетными листьями (а не ромбически-округлыми 

или продолговато-ланцетными), цилиндрическими серёжками (а не короткояйцевидными) [25]. 
26.  Sorbus caucasica Zinserl. – общекавказский вид, распространённый преимущественно на 

Большом Кавказе. Близок к североевропейскому S. scandica Fries, у которого лопасти листьев по 
верхнему краю с 1–2 зубцами (в отличие от цельных, без зубцов у S. caucasica) [44].  

27.  Symphytum caucasicum Bieb. – общекавказский географический тип, распространённый в 
светлых лесах, на лесных полянах, по берегам рек Большого и Малого Кавказа. Близок к евро-
пейскому S. officinale L., который также распространён и на территории Северного Кавказа, пре-
имущественно в равнинной части и в среднегорьях на сырых лугах, по берегам озёр и рек. Пер-
вый отличается от второго до 1/3 надрезанной трубкой чашечки с тупыми лопастями (а не надре-
занной на 2/3 и с острыми лопастями), голубым венчиком (а не грязно-фиолетовым), светлыми 
и морщинистыми орешками (а не гладкими блестящими чёрными). Здесь растёт ещё один близ-
кородственный вид, ареал которого перекрывает ареалы предыдущих двух видов, – евро-кавказ-
ский S. asperum Lepech., отличающийся почти до основания надрезанной чашечкой с короткими 
лопастями, горбатыми, жилковато-морщинистыми орешками [45]. 

28.  Tilia caucasica Rupr. – ареал вида охватывает Кавказ, заходит в Крым, северную Турцию 
и северный Иран. Растёт вместе с европейским видом T. platyphyllos Scop., от которого отлича-
ется более косо усечёнными основаниями листьев и наличием на их зубцах более длинных остей, 
отсутствием опушённости жилок листьев у фертильных побегов. В данном случае явление вика-
ризма не наблюдается, поскольку на Кавказе ареалы двух видов совпадают и их чаще выделяют 
как подвиды европейского T. platyphyllos [46]. 

29.  Trollius ranunculinus (Smith) Stearn (T. patulus Salisb.) – кавказско-североиранский вид, близ-
кий к европейскому T. europaeus L., от которого отличается открытыми плоскими цветками (а не 
шаровидными, закрытыми из-за налегания краёв чашелистиков друг на друга) и рыхлой головкой 
плодов из 5–15 листовок (а не плотной шарообразной из многочисленных листовок) [47]. 

30.  Viola caucasica Kolenati – общекавказский вид, основной ареал которого находится на 
Большом Кавказе. Замещает циркумполярный V. biflora L., от которого отличается укороченным 
корневищем, более длинными черешками листьев (до 15 см, а не до 10), более толстыми и более 
зубчатыми листовыми пластинками, более крупными цветками, гладкими по краю и голыми ча-
шелистиками (а не зубчато-реснитчатыми) [48]. 

У перечисленных видов имеются значительные морфологические отличия от викарных ви-
дов, что свидетельствует о достаточно далеко зашедших процессах видообразования в условиях 
географической изоляции.   

Вторая группа третичных реликтов относится к разъединённым видам, ареалы которых на 
Кавказе являются анклавными, достаточно обширными, но каких-либо значимых отличий между 
популяциями, обитающими в основном и анклавном ареалах, не выявлено. Эта проблема явля-
ется предметом самостоятельного исследования. Возможно, при специальном изучении отличия 
могут быть выделены не только по анатомо-морфологическим признакам, но и на молекулярно-

генетическом уровне.  
Таких разъединённых видов довольно много, они преимущественно лесные и тундровые, по-

следние обитают в высокогорьях Карачаево-Черкесии, поднимаясь до альпийского и субниваль-
ного поясов, основные ареалы которых находятся в разных фитохориях Бореального подцарства 
(общеголарктические, панбореальные, палеарктические, евро-сибирские, европейские и плюри-
региональные геоэлементы). Среди них – высшие споровые Asplenium ruta-muraria, 

A. trichomanes, Equisetum hiemale, Gymnocarpium dryopteris, Huperzia selago, Lycopodium 

annotinum, Phyllitis scolopendrium, Polystichum braunii, P. setiferum, Polypodium vulgare, 

Selaginella helvetica, S. selaginoides, Thelypteris palustris и другие; покрытосеменные Actaea 

spicata, Daphne mezereum, Hypopitys monotropa, Linnaea borealis, Listera cordata, Moneses uniflora, 

Orthylia secunda, Oxalis acetosella, Pyrola rotundifolia, Rhodococcum vitis-idaea, Rubus saxatilis, 

Vaccinium myrtillus и многие другие.  
Ещё одна группа плиоценовых реликтов не имеет викарных связей с бореальной флорой, и их 

ареалы не являются анклавными. К ним относятся вечнозелёные покрытосеменные, преимуще-
ственно кавказские и эвксинские географические типы (некоторые в процессе видообразования 
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стали эндемичными), такие как Daphne glomerata, Hedera caucasigena, Ilex stenocarpa, 

Laurocerasus officinalis, Rhododendron caucasicum, Rh. ponticum. К этой же группе реликтов сле-
дует отнести и некоторые зимнезелёные виды, листья которых сохраняются в зимний период 
(живут 14–16 мес.) и отмирают на следующий год к июню – Pachyphragma macrophyllum. Среди 
зимнезелёных есть виды с более обширными ареалами – Polystichum aculeatum.  

Незначительное число неогеновых реликтов демонстрирует дизъюнкцию некогда обшир-
ного евразийского ареала. Например, вечнозелёный кустарник Euonymus nanus Bieb. – общед-
ревнесредиземноморский вид, ареал которого состоит из трёх отдалённых друг от друга участ-
ков: европейского Причерноморья на западе (юго-западная Украина, Молдавия, Румыния, 
Крым), центральная часть Северного Кавказа и на востоке – горы Центральной Азии (Тянь-

Шань и Памиро-Алай), Внутренняя Монголия и северо-западный Китай. На территории Север-
ного Кавказа известны шесть реликтовых локусов ареала этого вида (и более нигде на Кавказе 
его нет), находящихся на г. Бештау и г. Горячей (отрог г. Машук, locus classicus) в Ставрополь-
ском крае; в ущельях рек Чегем (окр. с. Булунгу) и Черек Безенгийский (окр. с. Безенги) в 
Кабардино-Балкарии. Есть такой реликтовый участок и в Карачаево-Черкесии – в ущелье р. Те-
берды и на хребте Большая Хатипара [49].   

 

Выводы 

 

Таким образом, реликтовость плиоценовых видов определяется анклавными участками ареа-
лов на Кавказе, заходящими во многих случаях на прилегающие к югу территории Малой и Пе-
редней Азии. В настоящее время существует значительная пространственная отдалённость этих 
ареалов друг от друга, что создаёт их географическую изоляцию, способствующую аллопатри-
ческому видообразованию. По-видимому, темпы эволюции неодинаковы для таких таксонов. По 
этой причине одни из них трансформировались в новые виды (викарные), другие – нет (разъеди-
нённые). Можно допустить и другое объяснение этого явления – разновременное проникновение 
на Кавказ, т.е. существование как минимум двух волн миграции – верхнемиоцен-нижнеплиоце-
новой и средне-верхнеплиоценовой (чему могли способствовать два упомянутых плиоценовых 
горных оледенения). Представители первой волны находились в изоляции более длительное 
время, их эволюция привела к видовому обособлению. 

Анализ ареалов бореальных геоэлементов флоры Карачаево-Черкесии подтверждает гипотезу 
плиоценового проникновения на Кавказ мезофильных видов под влиянием изменения климата в 
сторону похолодания и образования анклавных участков ареалов, отделённых от северных тер-
риторий. Выявлена возможность гетерохронных волн миграции этих видов, поскольку некото-
рые из них прошли более длительный путь эволюции, обособившись в самостоятельные виды. 
Незначительная часть реликтов не имеет связей с бореальной флорой и является остатками флор 
прилегающих территорий Малой и Передней Азии, Закавказья. 
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Аннотация. Эта статья – один из этапов изучения метаболизма дрожжей в ответ на различные виды 
стресса. Рассмотрены морфологические свойства клеток и гигантских колоний различных штаммов 
дрожжей S. сerevisiae: 985-T, используемого в производстве спирта, лабораторного стандартного S288c и 
Y-503, рекомендуемого как для производства хлебопекарных дрожжей, так и для биосинтеза этанола. 
Сравнительные исследования проведены на стандартных и модифицированных твердых средах YPD при 
температуре 37 °С. В результате изучения одновременного влияния геотермальной воды, глюкозы, этанола 
в составе твердых сред культивирования в условиях повышенной температуры на морфологические свой-
ства клеток и гигантских колоний S. сerevisiae Y-503, S288c, 985-T отмечена физиологическая активность 
всех исследуемых культур. При культивировании штаммы отличались размерами, формой клеток, наличием 
запасных питательных веществ: метахроматина, гликогена, липидов. Показано изменение цвета, поверх-
ности, профиля и размера колоний. В данных условиях культивирования наибольшей толерантностью к 
стрессовым факторам среды обладали коллекционный (S. сerevisiae Y-503) и промышленный (985-T) 
штаммы. Изучение морфофизиологических механизмов толерантности дрожжей к высоким концентра-
циям глюкозы, этанола и температуры представляет интерес для отбора устойчивых к стрессу селекци-
онных штаммов с целью дальнейшего применения в биотехнологических процессах. 
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Abstract. Our research is one of the stages in studying yeast metabolism in response to various types of 

stress. The morphological properties of cells and giant colonies of various yeast strains S. cerevisiae are con-

sidered: 985-T, used in the production of alcohol, laboratory standard S288c and Y-503, recommended both 

for the production of baker's yeast and the biosynthesis of ethanol. Comparative studies were carried out on 

standard and modified YPD solid media at temperature of 37 °С. As a result of studying the simultaneous in-

fluence of geothermal water, glucose, and ethanol in the composition of solid culture media under elevated 

temperature conditions on the morphological properties of cells and giant colonies of S. cerevisiae Y-503, 

S288c, 985-T, the physiological activity of all studied cultures was noted. During cultivation, the strains differed 

in size, cell shape, and the presence of reserve nutrients: metachromatin, glycogen, and lipids. Changes in 

color, surface, profile and size of colonies are shown. Under these cultivation conditions, the collection S. cere-

visiae Y-503 and industrial 985-T strains had the greatest tolerance to environmental stress factors. The study 

of the morphophysiological mechanisms of yeast tolerance can serve as the basis for the selection of strains 

resistant to high concentrations of glucose and ethanol, which is of interest for their further use in biotechno-

logical processes. 
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Введение 
 

В технологическом процессе синтеза биологически активных вторичных метаболитов 
дрожжи часто подвергаются одновременному действию нескольких стресс-факторов. В спир-
товой промышленности актуальным является применение технологии сбраживания высоко-
концентрированного сусла, однако при этом дрожжи испытывают повышенные уровни темпе-
ратурного, осмотического и этанольного стрессов [1]. В данных экстремальных условиях в 
дрожжевой клетке установлено увеличение размеров митохондрий, повышение численности и 
размеров пероксисом, накопление полифосфатных и липидных гранул, индукция стресс-бел-
ков [2–5]. Происходящие при различных видах стресса биохимические преобразования спо-
собствуют изменению морфологических показателей дрожжей рода Saccharomyces. Индивиду-
альные свойства клеток и определенный состав среды культивирования оказывают влияние на 
формирование гигантских колоний, характеристика которых дает возможность рассматривать 
и оценивать морфологические особенности дрожжей [6, 7]. Известно, что использование тер-
мотолерантных дрожжей увеличивает скорость превращения глюкозы в этанол [8, 9]. Темпе-
ратурный стресс влияет на размер, форму клеток и гигантских колоний дрожжей S. сerevisiae 

[2, 7]. Увеличение концентрации глюкозы способствует преображению поверхности дрожже-
вых клеток; сокращению их размера, восстанавливаемого во время адаптации; замедлению 
клеточных диффузионных процессов и деформации мембран [10]; росту колонии, при этом 
экспрессия генов, участвующих в метаболизме углеводов, зависит от источника и концентра-
ции глюкозы [11]. В условиях этанольного стресса для клеток характерно наличие ярко выра-
женных инвагинаций цитоплазматической мембраны [2, 3]. Интерес представляет сравнение 
высокотолерантного к этанолу штамма 985-T, используемого в производстве спирта, с лабора-
торным стандартным S288c, а также со штаммом Y-503, рекомендуемым как для производства 
хлебопекарных дрожжей, так и для биосинтеза этанола. Ранее в результате наших исследова-
ний была разработана модифицированная твердая питательная среда для выращивания 
дрожжей, содержащая геотермальную воду из скважины № 36 Махачкалинского месторожде-
ния. Предложенный состав среды представляет интерес для дальнейшего использования ее в 
микробиологических исследованиях [12]. 

Цель работы – изучение влияния повышенной температуры, геотермальной воды, глюкозы, 
этанола в составе твердых сред культивирования дрожжей на морфологические свойства клеток 
и гигантских колоний S. сerevisiae Y-503, S288c, 985-T. 
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Методика эксперимента 

 

Объекты исследования – штаммы S. cerevisiae S288c [13], 985-T [14], Y-503 [15] и среднеми-
нерализованная, со слабощелочной реакцией среды геотермальная вода из скважины № 36 (Рес-
публика Дагестан). 

I этап – T=30 °С. Для культивирования дрожжей использовались питательные среды YPD-

агар. Контроль (К): дрожжевой экстракт – 0,5 % (BD, США), пептон – 0,5 % (BD, США), глюкоза 
(D-глюкоза) – 2,0 % (Merk, Германия), агар-агар – 2,5 % (Difco, Нидерланды), дистиллированная 
вода; опыт1 (О1): дрожжевой экстракт – 0,5 %, пептон – 0,5 %, глюкоза – 2,0 %, агар-агар – 2,5 %, 

геотермальная/дистиллированная вода в соотношении 1:1; опыт2 (О2): дрожжевой экстракт – 

0,5 %, пептон – 0,5 %, глюкоза – 2,0 %, агар-агар – 2,5 %, геотермальная/дистиллированная вода 
в соотношении 2:1; опыт3  (О3): дрожжевой экстракт – 0,5 %, пептон – 0,5 %, глюкоза – 20,0 %, 

этанол – 12,0 %, агар-агар – 2,5 %; дистиллированная вода.  
II этап – T=37 °С. Используемые среды: контроль (К): дрожжевой экстракт – 0,5 %, пептон – 

0,5 %, глюкоза – 20,0 %, этанол – 12,0 %, агар-агар – 2,5 %; дистиллированная вода; опыт (О): 
дрожжевой экстракт – 0,5 %, пептон – 0,5 %, глюкоза – 20,0 %, этанол – 12,0 %, агар-агар – 2,5 %; 

геотермальная/дистиллированная вода в соотношении 1:1. Выращивание колоний осуществляли 

на чашках Петри при pH 4,5 в течение 10 сут. Кислотность среды корректировалась 1N НС1 
(Россия). Для обнаружения в протоплазме метахроматина клетки окрашивали карболовым фук-
сином Циля; для выявления гликогена – раствором Люголя; липидов – раствором судана («Судан 
III»). Морфологию клеток (величина, форма, способ вегетативного размножения) изучали при 
увеличении × 1000. Использовались приборы: микроскоп CХ21 (Olympus, Япония), инкубатор 
микробиологический BINDERBF 115 (Германия), бокс ламинарный ВЛ-12 1000 (Россия), циф-
ровая фотокамера Canon Pover Shot A 640 (Япония), автоклав Tuttnauer 2540 (Израиль), весы ана-
литические DV215CD (Ohaus Discovery, Швейцария), шкаф сушильный SNOL 67/350 (Utenos, 

Литва), pH-метр «Анион 4100» («Анион», Россия). 
Эксперимент включал три повторных опыта. Статистическую обработку результатов, полу-

ченных в процессе работы, проводили методом малой выборки с вычислением средних арифме-
тических значений и среднестатистических ошибок. 

 

Результаты и обсуждение 
 

Сравнительный анализ морфологических свойств дрожжей S. сerevisiae Y-503, S288c и 985-T 

показал, что исследуемые штаммы обладают характерными особенностями. Установлено, что 
при культивировании на контрольной среде YPD-агар при 30 °С форма клеток штамма Y-503 в 
основном была овально-округлой, в меньшем количестве – округлой; клетки 985-T – овальные, 
небольшое количество – округлые; штамм S288c отличался округлой формой (рис. 1а). Средние 
размеры клеток в популяциях штаммов Y-503 и 985-T были почти идентичны и значительно пре-
вышали показатели S288c (табл. 1). При культивировании на средах YPD-агар с использованием 
геотермальной воды в концентрации 1:1 клетки штаммов Y-503 и 985-T стали более округлыми, 
при этом в обеих колониях обнаружены клетки удлиненной формы; в популяции S288c сохрани-
лась округлая форма (рис. 1б). Наблюдалось незначительное уменьшение средних размеров кле-
ток Y-503 и 985-T; отмечается появление больших шарообразных клеток 985-T и достаточная 
однородность размеров клеток S288c. Вариант среды YPD-агар с использованием геотермальной 
воды в концентрации 2:1 продемонстрировал наличие удлиненных клеток Y-503, клетки округло-

овальной, в меньшем количестве – округлой и овальной формы в колониях Y-503 и 985-T; округ-
лые клетки S288c (рис. 1в). Размеры клеток были идентичны с предыдущими вариантами. Во 
всех колониях выявлены запасные питательные вещества (липиды, метахроматин, гликоген) и 
почкующиеся клетки (табл. 1). 

В результате сравнительного анализа параметров колоний, выращенных на контрольной 
среде, установлено, что для всех штаммов характерна форма в виде цветка: треугольная – S288c, 

округлая – 985-T, овальная – Y-503 (рис. 2а). Во всех вариантах обнаружена радиально исчер-
ченная поверхность; плоский, с выпуклым центром профиль; светло-бежевый цвет и пастообраз-
ная, мажущаяся структура. При этом размеры колоний Y-503 значительно превышали показа-
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тели S288c и 985-T (табл. 1). При культивировании на средах YPD-агар с использованием гео-
термальной воды обнаружены некоторые изменения морфологических параметров колоний 
дрожжей по сравнению с контрольным вариантом (рис. 2б, в). Все колонии имели овальную и 
удлиненную форму, размеры колоний варьировали в зависимости от концентрации геотермаль-
ной воды в составе среды культивирования. В варианте O1 (разбавление 1:1) средние размеры 
колоний несколько превышали контроль; в варианте O2 (разбавление 2:1) – были значительно 
меньше (кроме Y-503). 

 

 
 

Рис. 1. Клетки штаммов S. cerevisiae S288c, 985-T и Y-503 при выращивании на средах YPD-агар:  

а – К – с использованием дистиллированной воды; б – O1 – с геотермальной водой, разбавление 1:1;  

в – O2 – с геотермальной водой, разбавление 2:1. Т=30 °С / Fig. 1. Cells of S. cerevisiae strains S288c, 985-T  

and Y-503 when grown on YPD-agar media: a - K - using distilled water; b - O1 - with geothermal water, 

 dilution 1:1; c - O2 - with geothermal water, dilution 2:1. Т=30 °С 

 

     
 

а / a           б / b         в / с 

 

Рис. 2. Изменение формы и размеров гигантских колоний штаммов S. cerevisiae S288c, 985-T и Y-503 

 при выращивании на средах YPD-агар: а – К – с использованием дистиллированной воды; б – O1 –  

с геотермальной водой, разбавление 1:1; в – O2 – с геотермальной водой, разбавление 2:1. Т=30 °С  

/ Fig. 2. Changes in the shape and size of giant colonies of S. cerevisiae strains S288c, 985-T and Y-503  

when grown on YPD-agar media: a - K - using distilled water; b - O1 - with geothermal water, dilution 1:1;  

c - O2 - with geothermal water, dilution 2:1. Т=30 °С 
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Обнаружено, что при выращивании на среде, содержащей глюкозу и этанол, и температуре 
культивирования 30 °С форма клеток не отличалась от контрольного варианта YPD-агар: клетки 

штамма S288c были округлыми; 985-T – овальными, небольшое количество – округлыми; Y-503 – 

в основном овально-округлыми (рис. 3а). Средние размеры клеток Y-503 и 985-T, превышающие 
показатели S288c, по сравнению с контролем несколько уменьшились (табл. 1). При рассмотре-
нии морфологических особенностей штаммов установлено, что для всех гигантских колоний 
была характерна округлая форма (рис. 3б); радиально исчерченная поверхность; плоский, с вы-
пуклым центром профиль. Обнаружено изменение цвета – колонии приобретали темно-бежевый 

цвет с легким блеском – и уменьшение размера всех колоний, при этом средние размеры колоний 
985-T и Y-503 были идентичны и значительно превышали показатели S288c. 

 

Таблица 1 / Table 1 

 

Колонии и клетки дрожжей S. сerevisiae Y-503, S288c, 985-T в зависимости от состава среды  
культивирования. T=30 °С / Colonies and cells of yeast S. сerevisiae Y-503, S288c, 985-T  

depending on the composition of cultivation medium. T=30 °С 

 

Варианты сред 

Штамм 

Контроль: 

дистиллированная 
вода 

О1: 

геотермальная 

/дистиллированная 
вода   1:1 

О2: 

геотермальная 

/дистиллированная 
вода   1:2 

О3: 

дистиллированная 
вода,  

глюкоза 20 %, 

 этанол 12 % 

S288c 

1 12,5×12,5 16,0×12,0 12,5×10,5 9,5×7,5 

2 
5×50,4; 

4×40,4 

6×60,4; 

5×50,4 

6×50,4; 

5×50,4; 

4×40,4 

5×50,4; 

4×40,4 

3 1,0 1,0 1,5 2,0 

985-Т 

1 13,0×12,5 17,0×12,5 14,0×13,0 13,0×11,0 

2 

9×50,4; 

8×50,4; 

6×60,4 

9×90,4; 

8×50,4; 

7×70,4; 

6×60,4 

9×60,4; 

7×60,4; 

6×50,4 

8×50,4; 

7×60,4; 

6×50,4 

3 1,5 1,5 2,0 1,5 

Y-503 

 

1 17,5×14,5 19,0×15,0 23,0×15,5 13,0×12,0 

2 

8×60,4; 

7×50,4; 

6×50,4 

8×50,4; 

6×60,4; 

6×50,4 

12×50,4; 

7×50,4; 

6×40,4 

8×50,4; 

7×50,4; 

6×50,4 

3 2,0 1,0 1,5 2,0 

 
Примечание.  1 – средний размер колонии, мм; 2 – средний размер клеток, мм; 3 – количество почкую-
щихся клеток, %. 

 

Для анализа толерантности дрожжей к тепловому стрессу чашки Петри инкубировали при 
37 °С. Установлено, что как в контрольной (с использованием дистиллированной воды), так и в 
опытной (с использованием геотермальной воды, разбавление 1:1) средах форма клеток штамма 
S288c в основном была округлой, 985-T – овальной, Y-503 – овально-округлой (рис. 4). Средние 
размеры клеток штаммов Y-503 и 985-T значительно превышали показатели S288c (табл. 2). 

В клетках обнаружены метахроматин, гликоген и липиды – накопление запасных веществ, 
очевидно, способствует формированию адаптивного ответа клеток дрожжей на повышенное со-
держание глюкозы и этанола в среде культивирования. 

Происходящие в условиях одновременного термо-, осмо- и этанольного стресса морфологи-
ческие изменения клеток оказали влияние и на параметры гигантских колоний, формирование 
которых представляет собой результат скоординированного действия клеток. Для всех колоний 
была характерна округлая (неправильная) форма и темно-бежевый цвет с легким блеском 
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(рис. 5). Установлено, что варианты колоний S288c и 985-T имели плоский профиль. Штамм  
Y-503 отличался выпуклым профилем с биомассой, сконцентрированной в центре колонии. По 
сравнению с контролем обнаружено небольшое увеличение среднего размера всех колоний, что 
демонстрирует эффективность использования в среде культивирования дрожжей геотермальной 
воды из скважины № 36. При этом наибольшей толерантностью обладал промышленный штамм 

S. сerevisiae 985-T. 
Таблица 2 / Table 2 

 

Колонии и клетки дрожжей S. сerevisiae Y-503, S288c, 985-T в зависимости от состава  
среды культивирования. T=37 °С / Colonies and cells of yeast S. сerevisiae Y-503, S288c, 985-T 

 depending on the composition of cultivation medium. T=37 °С 

 

Варианты среды 

Штамм 

Контроль: 

дистиллированная вода,  
глюкоза 20 %, этанол 12 % 

Опыт: 

геотермальная 

/дистиллированная вода 1:1,  
глюкоза 20 %, этанол 12 % 

S288c 

1 8,5×7,5 10,5×9,0 

2 
6×60,4; 

4×40,4 

6×60,4; 

5×50,4 

3 1,5  1,5  

985-Т 

1 10,0×9,5 12,5×11 

2 

9,5×8; 

9×70,4; 

8×60,4 

8×60,4; 

7×60,4 

3 1,0  1,5  

Y-503 

1 15,0×10,0 10,5×8,5 

2 
9×70,4; 

8×60,4 

8×60,4; 

6×50,4 

3 1,5  1,0  

 

Примечание. 1 – средний размер колонии, мм; 2 – размер клеток, мм; 3 – количество почкующихся клеток, %. 
 

Применяемая концентрация этанола в условиях повышенной температуры вызывала доста-
точно высокий уровень стресса, что подтверждалось задержкой роста дрожжей. Результаты 
нашего эксперимента в экстремальных условиях показали преимущество штаммов 985-T и Y-503 

по сравнению с S288c. Небольшие различия в толерантности к этанолу между 985-T и Y-503 

могут быть связаны с генетически предопределенными специфическими особенностями 
дрожжей, спонтанно проявляющимися во время культивирования штаммов. 

 

 
 

а / a                 б / b 
 

Рис. 3. Среда YPD-агар, содержащая 20 % глюкозы и 12 % этанола, 30 °С: а – клетки;  
б – гигантские  колонии штаммов S. cerevisiae S288c, 985-T и Y-503 / Fig. 3. YPD-agar  

medium containing 20 % glucose and 12 % ethanol, 30 °С: а - cells;  

б - giant colonies of S. cerevisiae strains S288c, 985-T and Y-503 

S288c                                  985-Т                                  Y – 503 
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S288c                     985-Т                    Y-503 

 
 

Рис. 4. Клетки штаммов S. сerevisiae S288c, 985-T, Y-503. Cреда YPD-агар, содержащая 20 % глюкозы  
и 12 % этанола: а – контроль с использованием дистиллированной воды; б – опыт с геотермальной водой,  

разбавление 1:1. Т=37 °С / Fig. 4. Cells of S. cerevisiae strains S288c, 985-T, Y-503. YPD-agar  

medium containing 20 % glucose and 12 % ethanol: a - control using distilled water;  

b - experiment with geothermal water, dilution 1:1. Т=37 °С 

 

 
 

а / a                                 б / b 

 

Рис. 5. Гигантские колонии штаммов S. сerevisiae S288c, 985-T, Y-503. Cреда YPD-агар,  
содержащая 20 % глюкозы и 12 % этанола: а – контроль с использованием дистиллированной воды; 

 б – опыт с геотермальной водой, разбавление 1:1, Т=37 °С / Fig. 5. Giant colonies of S. cerevisiae  

strains S288c, 985-T, Y-503. YPD-agar medium containing 20 % glucose and 12 % ethanol:  

a - control  using distilled water; b - experiment with geothermal water, dilution 1:1. Т=37 °С 
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Заключение 
 

Высокая осмо- и спиртотолерантность дрожжей S. сerevisiae, определяющаяся многочислен-
ными генетическими факторами и условиями культивирования, имеет важное научное и промыш-
ленное значение. Наши исследования, проводимые с использованием лабораторных (Y-503, S288c) 

и промышленного (985-T) штаммов S. сerevisiae, являются одним из этапов изучения метаболизма 
дрожжей в ответ на различные виды стресса. В результате изучения одновременного влияния гео-
термальной воды, глюкозы, этанола в составе твердых сред культивирования в условиях повышен-
ной температуры на морфологические свойства клеток и гигантских колоний S. сerevisiae Y-503, 

S288c, 985-T установлена физиологическая активность всех исследуемых культур. При этом 
штаммы отличались размерами, формой клеток, наличием запасных питательных веществ. Пока-
зано изменение цвета, поверхности, профиля и размера колоний. В данных условиях культивиро-
вания наибольшей толерантностью к стрессовым факторам среды обладали штаммы S. сerevisiae 

Y-503 и 985-T. Исследования морфофизиологических механизмов адаптации дрожжей могут по-
служить основой для селекции штаммов, устойчивых к высоким концентрациям глюкозы и эта-
нола, что представляет интерес для их дальнейшего применения в биотехнологических процессах. 
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Аннотация. При подборе посадочного материала для ландшафтного строительства необходимо знать, 

смогут ли новые культуры приспособиться к существующему биоценозу парков и нормально развиваться в 
зоне корневой системы средневозрастных деревьев. Исследуемые нами 33 вида древесных растений произрас-
тают в окружении Populus balsamifera L., Tilia cordata Mill. 40–50-летнего возраста. В работе представлены 
систематические данные и происхождение исследуемых видов древесных растений. Выявлено три группы по 
декоративности: 1-я – высокодекоративные древесные растения, два вида (Berberis thunbergii DC, Cornus alba 
L.); 2-я – декоративные древесные растения, 25 видов; 3-я – менее декоративные растения, 6 видов. Форма и 
величина листьев древесных растений играют существенную роль в зрительном восприятии, а величина рас-
тения определяет его место в садово-парковой композиции. Выявлено 5 групп по величине листа, три катего-
рии по высоте у деревьев и 4 категории у кустарников. Выделена группа красивоцветущих древесных расте-
ний, 16 видов (48,5 %) и представлена фенология цветения в период 2021–2023 гг. Определена зависимость 
начала цветения от погодных условий в климатической зоне Среднего Предуралья. Согласно данным наблюде-
ний, в 2016–2023 гг. установлено три группы устойчивости декоративных качеств древесных растений, про-
израстающих в зоне корневой системы средневозрастных деревьев первой величины: высокоустойчивые – 
40 % (11 видов); устойчивые – 45 % (12 видов); слабоустойчивые – 15 % (4 вида). 

 
Ключевые слова: древесные растения, декоративность, фенология цветения, морфология, особенно-

сти произрастания в зоне корневой системы средневозрастных деревьев 
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Abstract. When selecting planting material for landscape construction, it is necessary to know whether new 

crops can adapt to the existing biocenosis of parks and develop normally in the zone of the root system of 

middle-aged trees. The 33 species of woody plants we studied grow surrounded by Populus balsamifera L., 

Tilia cordata Mill. 40-50 years of age. The paper presents systematic data and the origin of the studied woody 

plant species. Three decorative groups have been identified. Group 1 of highly ornamental woody plants in-

cluded only two species (Berberis thunbergii DC, Cornus alba L.). Mostly ornamental woody plants (group  2) 

grow in the garden - 25 species. Group 3 of less ornamental plants includes 6 species. The shape and size of 
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the leaves of woody plants play a significant role in visual perception, and the size of the plant determines its 

place in the landscape composition. Five groups of leaf size, three categories of height for trees, and four 

categories for shrubs were identified. A group of beautifully flowering woody plants has been identified - 16 

species (48.5 %) and the phenology of flowering in the period 2021-2023 is presented. The dependence of the 

beginning of flowering on weather conditions in the climatic zone of the Middle Urals has been determined. 

According to observation data in the period 2016-2023. Three groups of stability of decorative qualities of 

woody plants growing in the zone of the root system of middle-aged trees of the first size have been identified. 

Highly resistant – 40 % (11 species). Resistant – 45 % (12 species). Weakly resistant – 15 % (4 species). 

 
Keywords: woody plants, decorativeness, flowering phenology, morphology, features of growth in the zone of 

the root system of middle-aged trees 
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Введение 
 

Многие сады и парки городов России построены в советское время и нуждаются в реконструк-
ции. Растения сложившихся за это время фитоценозов живут по своим законам развития. Для того 
чтобы органично вписать в существующее пространство новые виды растений, необходимо сохра-
нить уже сложившийся биоценоз – динамичную систему, способную к саморегулированию [1]. 

Реконструкция имеющихся и создание новых садов и парков приводят к увеличению спроса 
материала для зелёного строительства. Основным материалом для озеленения рекреационных 
зон являются декоративные деревья и кустарники. Их главные качества – эффектное и красочное 
цветение, оригинальные формы кроны, необычное строение и окраска листвы, яркие плоды. От-
тенки красного и желтого осенней окраски листвы и плодов у многих декоративных растений 
обладают стимулирующим действием и вызывают у человека положительные эмоции, совсем не 
лишние в пору увядания природы [2]. 

Качество декоративности деревьев и кустарников зависит от условий местопроизрастания. 
Определение состояния кустарников сотрудниками Саратовского аграрного университета 
им. Н.И. Вавилова в насаждениях г. Саратова показало, что многие их виды при выращивании 
на различных объектах озеленения общего пользования изменяют свою декоративность и жиз-
ненность [3–5]. Сотрудниками Всероссийского научно-исследовательского института агролесо-
мелиорации установлено, что в новых условиях произрастания исследуемые кустарники изме-
няют ритм развития и роста, что влияет на формирование их габитуса [6]. 

При подборе посадочного материала для ландшафтного строительства необходимо знать, 
смогут ли новые культуры приспособиться к существующему биоценозу парков и нормально 
развиваться в зоне корневой системы средневозрастных деревьев. Принято считать, что корневая 
система деревьев в верхних слоях почвы разрастается в пределах ширины кроны. 

Исследуемые нами 33 вида декоративных древесных растений произрастают в окружении 
Populus balsamifera, Tilia cordata 40–50-летнего возраста, их корневая система имеет ширину 
кроны 8–13 м [7]. Можно предположить, что примерная граница зоны корневой системы нахо-
дится на удалении 5 м от стволов деревьев. Эти деревья – одни из основных ландшафтообразу-
ющих древесных пород во многих парках городов России. Поэтому изучение биоэкологических 
особенностей исследуемых декоративных видов древесных пород, произрастающих в зоне кор-
невой системы средневозрастных деревьев (на примере г. Ижевска), весьма актуально. 

Ижевск находится в Среднем Предуралье и является столицей Удмуртской Республики. Его 
климат – умеренно континентальный. Характеризуется продолжительной многоснежной зимой, 
теплым летом и переходными сезонами – весной и осенью [8]. Погодные условия в период ис-
следований 2021–2023 гг. представлены в табл. 1.  

По метеорологическим данным г. Ижевска 2021–2023 гг. отмечены различные погодные усло-
вия первой половины  вегетационного периода (табл. 1).  Переход  среднесуточной температуры  
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на активные (+ 10 °С) для теплолюбивых древесных растений в 2021 г. произошел 14 апреля, но 
стабильно среднесуточная температура была выше + 10 °С только с 1 мая. В 2022 г. первой точкой 
перехода на + 10 °С зафиксировано 25 апреля, стабильно + 10 °С отмечается с 27 мая, в 2023 г. 23 

апреля можно считать точкой стабильного перехода на активные температуры + 10 °С [9]. 
 

Таблица 1 / Table 1 

 

Среднемесячные метеорологические данные периода исследований апрель – июнь, 2021–2023 гг. 
 / Average monthly meteorological data for the study period April-June, 2021-2023 

 

Период  
исследования 

Среднемесячная 
температура 

среды, оС 

Фактическая 
среднемесячная 
температура, оС 

Отклонение  
от нормы, оС 

Осадки, мм 

Норма Выпало 
Отклонение 
от нормы, % 

Апрель 2021 4 5,4 1,4 29 58 203 

Апрель 2022 4 4,8 0,8 29 52 182 

Апрель 2023 4 7,9 3,9 29 1 4 

Май 2021 12,3 16,9 4,6 45 21 47 

Май 2022 12,3 9,7 -2,6 45 43 96 

Май 2023 12,3 15,7 3,4 45 2 5 

Июнь 2021 17 20,3 3,3 62 32 51 

Июнь 2022 17 15,7 -1,3 62 110 174 

Июнь 2023 17 14,9 -2,1 62 17 27 

 

Объекты и методы исследований 

 

Объектом исследования является территория сада непрерывного цветения, созданного отде-
лом интродукции и акклиматизации растений УдмФИЦ УрО РАН, г. Ижевск. С  2006 г. (начало 
создания коллекции) автором ведется наблюдение за устойчивостью декоративных растений в 
условиях местопроизрастания. В коллекции представлено 33 вида древесных растений и 259 ви-
дов и сортов декоративных травянистых многолетников [10]. 

Сад состоит из трех частей с разными условиями произрастания растений: открытая солнеч-
ная часть, полузакрытая сухая тень, горка. При использовании древесных растений создано не-
сколько миксбордеров, которые разделяются между собой дорожками с плавными изгибами. На 
заднем плане участка и непосредственно на территории сада произрастают средневозрастные 
деревья первой величины: Populus balsamifera, Tilia cordata [11]. 

При оценке декоративности древесных видов культур автором было рассмотрено несколько 
уже готовых шкал декоративности [12, 13]. За основу взята шкала, разработанная сотрудниками 

Ботанического сада – института Уфимского научного центра РАН; оценивались декоративные 
качества видов и форм рода Acer с использованием переводных коэффициентов, которые опре-
деляют значимость того или иного признака декоративности [12]. Так как у нас видовой состав 
древесных растений разнообразный (в том числе хвойные растения), оценка декоративности 
формы кроны и листьев была взята из методики, авторы которой – сотрудники Ботанического 
института Академии наук Абхазии [13]. Эта оценка больше подходит для хвойных и лиственных 
культур с простыми и сложными листьями. 

Полученная шкала включает в себя 11 основных пунктов (признаков): период декоративности 
(ПД), декоративность цветков и плодов (ЦП), цвет коры (ЦК), форма кроны (ФК), формы и размеры 
листьев и хвои (ФЛ), летняя окраска листвы (ОЛ), осенняя окраска листвы (ОО), период осеннего 
окрашивания (ПО), оригинальность (ОР), жизненное состояние растений (СР), зимостойкость (З). 

По суммарной балльной оценке (Σ) выделены следующие группы декоративности (ГД): I – 

высокодекоративные (80–100 баллов), II – декоративные (50–79 баллов), III – менее декоратив-
ные (менее 50) [12]. 

Распределение древесных растений по группам величины листа производилось по А.И. Ко-
лесникову [14], по высоте – по 8 категориям  [15]. 
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Для определения устойчивости декоративных качеств древесных видов, произрастающих в 
зоне корневой системы средневозрастных деревьев первой величины (1–5 м), автором 
разработана по итогам наблюдений шкала устойчивости:  

1 – высокоустойчивые (не теряют декоративных качеств); 
2 – устойчивые (оценка декоративных качеств снижается до средней); 
3 – слабоустойчивые (цветение слабое, цвет листвы и соцветий теряет яркость, при произрас-

тании на удалении более 5 м от деревьев первой величины отмечается повышение оценки деко-
ративных качеств). 

 

Результаты исследований 

 

В саду непрерывного цветения произрастают 33 вида древесных растений, которые принад-
лежат 13 семействам. Деревьев – 11 видов, кустарников – 22. Самое богатое семейство – Rosaceae 

Juss. (11 видов), Oleaceae Hoffmanns. & Link (5), Cupressaceae Bartlett (3), Hydrangeaceae Dumort. 

(3), Fabaceae LINDL. (2), Grossulariaceae DC (2).  По одному виду отнесено к семействам: 
Salicaceae Mirb., Malvaceae Dumort., Sapindaceae Juss., Paulowniaceae Nakai, Berberidaceae Juss., 

ornaceae Juss. ex Dumort., Celastraceae R.Br. 

Более всего видов по происхождению относится к Дальневосточному и Восточноазиатскому 
регионам (в каждом – по 12). Это в основном декоративные кустарники. Второе место занимают 
представители Евразии (8), третье – Северной Америки (7). К выходцам Балканского региона и 
Кавказа отнесено по три вида. 

В процессе исследования на территории сада автором была проведена оценка декоративности 
древесных растений в исследуемых условиях произрастания (в зоне корневой системы средне-
возрастных деревьев) по 11 показателям. Результаты представлены в табл. 2. 

По сумме баллов (табл. 2) выявлено три группы декоративности древесных растений: I – два 
вида (Berberis thunbergii, Cornus alba), II – 25, III – 6 видов. 

Форма и величина листьев древесных растений играют существенную роль в зрительном 
восприятии. У мелких листьев даже на близком расстоянии неразличима их форма, у крупных 
она видна издалека. Величина листа влияет на выразительность кроны древесных растений 
[14]. Распределение исследуемых древесных растений представлено по 5 группам величины 
листа [14]. Очень крупных листьев (более 40 см) нет. Крупные листья (20–40 см) – у двух видов 
(6 %): Fraxinus excelsior, Sorbaria sorbifolia; средней величины (10–20 см) – у девяти (27 %): 

Sorbus aucuparia, Robinia pseudoacacia, Robinia viscosa, Acer platanoides, Paulownia tomentosa, 

Hydrangea arborescens, Hydrangea paniculata, Syringa josikaea, Rosa rugose; мелкие (5–10 см) – 

у 13 (40 %): Populus balsamifera, Tilia cordata, Philadelphus coronarius, Kerria japonica, 

Forsythia ovata, Forsythia europaea, Cornus alba, Syringa vulgaris, Physocarpus opulifolius, Ribes 

rubrum, Ribes sanguineum, Prunus cerasus, Thúja occidentális; очень мелкие листья (1–5 см) – у 
9 видов (27 %): Berberis thunbergii, Spiraea japonica, Spiraea betulifolia, Chaenomeles japonica, 

Dasiphora fruticosa, Euonymus verrucosus, Cotoneaster lucidus, Juniperus sabina, Juniperus com-

munis. 

Величина растения определяет его место в садово-парковой композиции. Участок, просмат-
ривающийся насквозь, зрительно представляется меньше, чем есть на самом деле. При помощи 
различной высоты древесных растений создается вертикальный объем сада. На небольшой тер-
ритории построено несколько различных участков при помощи многорядных композиций из 
декоративных растений. Благодаря проложенным извилистым тропинкам, огибающим создан-
ные композиции, сформированы маршруты для прогулок с постепенно открывающимися чу-
десными видами. 

На исследуемой территории произведено распределение древесных растений по 3 катего-
риям высоты у деревьев и по 4 – у кустарников [15]. Полученные результаты представлены в 
табл. 3. 

Более всего у деревьев и кустарников богата категория средней высоты – по 46 %. На втором 
месте – деревья высокие (36 %), а кустарники низкие (36 %). Меньше всего стелющихся форм ку-
старников (4 %). Многообразие древесных растений по высоте играет большую роль при создании 
многорядных композиций, которые придают саду вертикальный объем, благодаря которому сад 
выглядит безграничным, т.е. визуально его рубежи растворяются в цветущей зелени [16]. 

https://web.archive.org/web/20210925032546/https:/ru.m.wikipedia.org/wiki/Hoffmanns.
https://web.archive.org/web/20210925032546/https:/ru.m.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B8%D0%BD%D0%BA,_%D0%93%D0%B5%D0%BD%D1%80%D0%B8%D1%85_%D0%A4%D1%80%D0%B8%D0%B4%D1%80%D0%B8%D1%85
https://ru.wikipedia.org/wiki/Lindl.
https://en.wikipedia.org/wiki/Grossulariaceae
https://ru.wikipedia.org/wiki/DC.
https://ru.wikipedia.org/wiki/Mirb.
https://ru.wikipedia.org/wiki/Dumort.
https://en.wikipedia.org/wiki/Ribes_rubrum
https://en.wikipedia.org/wiki/Ribes_rubrum
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Выделена группа красивоцветущих древесных растений – 16 видов (48,5 %). В табл. 4 пред-
ставлена фенология начала и конца цветения за период 2021–2023 гг. в климатических условиях 

Среднего Предуралья. 
Таблица 2 / Table 2 

 

Оценка декоративности древесных видов растений, баллов  

/ Assessment of the decorativeness of woody plant species, points 

 

Видовое название 

Критерий декоративности 

ПД ЦП ЦК ФК ФЛ ОЛ ОО ПО ОР СР З ∑ ГД 

Переводной коэффициент, Пк 

3 1 1 2 2 2 2 3 2 1 1   

Populus balsamifera 6 2 2 6 6 4 4 6 2 5 5 48 III 

Tilia cordata 9 3 2 8 6 2 4 6 2 5 5 52 II 

Acer platanoides 9 3 2 8 6 2 6 9 2 5 5 59 II 

Robinia pseudoacacia 12 5 2 8 6 2 2 – 8 5 5 55 II 

Robinia viscosa 9 5 2 2 6 2 2 – 8 5 2 43 III 

Sorbus aucuparia 12 4 2 8 6 2 10 9 4 5 5 68 II 

Paulownia tomentosa 9 – 4 2 8 4 2 – 8 5 2 44 III 

Fraxinus excelsior 6 2 2 4 8 2 4 9 2 5 5 49 III 

Prunus cerasus 12 5 3 8 6 2 4 9 4 5 5 63 II 

Juníperus commúnis 15 – 3 8 4 2 2 – 6 5 5 50 II 

Thúja occidentális 15 1 3 8 6 2 2 – 6 5 5 53 II 

Sorbaria sorbifolia 12 4 4 4 8 2 6 6 6 5 5 62 II 

Cotoneaster lucidus 12 2 2 6 4 4 10 9 6 4 5 64 II 

Philadelphus coronarius 9 5 3 8 6 2 4 9 6 5 5 62 II 

Kerria japonica 12 4 4 4 6 2 2 – 8 5 4 51 II 

Berberis thunbergii 12 3 2 8 4 10 10 12 10 5 5 81 I 

Spiraea japonica 9 4 2 6 4 2 6 9 8 5 5 60 II 

Spiraea betulifolia 9 4 2 8 4 2 8 12 8 5 5 67 II 

Hydrangea arborescens 9 4 3 4 8 2 4 12 6 5 5 62 II 

Hydrangea paniculate 12 5 2 4 8 2 6 15 6 5 5 70 II 

Chaenomeles japonica 12 5 3 8 6 4 2 – 8 5 4 57 II 

Forsythia europaea 9 5 3 8 6 2 4 12 6 5 4 64 II 

Forsythia ovata 9 5 3 8 6 2 4 12 8 5 5 67 II 

Cornus alba 15 3 4 10 6 8 10 15 10 5 5 91 I 

Dasiphora fruticosa 9 3 3 4 4 2 4 9 4 3 5 50 II 

Syringa vulgaris 9 5 2 8 8 4 2 – 6 5 5 54 II 

Syringa josikaea 9 5 2 8 8 2 10 12 6 5 5 72 II 

Euonymus verrucosus 9 3 3 8 4 2 6 9 4 5 5 58 II 

Rosa rugosa 12 5 3 4 6 2 4 12 4 4 5 61 II 

Physocarpus opulifolius 12 2 2 4 6 10 10 15 8 5 5 79 II 

Ribes rubrum 9 5 4 4 6 2 2 – 6 5 5 48 III 

Ribes sanguineum 6 – 4 4 6 2 2 – 4 4 2 34 III 

Juníperus sabína 15 – 2 10 4 2 2 – 6 5 5 51 II 

Средний балл по признаку 

 декоративности 
3,5 3,3 2,7 3,2 3,0 1,4 2,4  3,0 4,8 4,7  II 
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Таблица 3 / Table 3 
 

Распределение древесных растений по категориям высоты  
/ Distribution of studied woody plants by height category 

 

Категория по высоте Видовой состав 

Деревья 

Высокие (1-я) – более 20 м 
Tilia cordata, Populus balsamifera, Fraxinus excelsior, Acer plat-

anoides 

Средние (2-я) – 10–20 м 
Robinia pseudoacacia, Robinia viscosa, Sorbus aucuparia, Paulownia 

tomentosa, Thúja occidentális 

Низкие (3-я) – 5–10 м Prunus cerasus, Juníperus Commúnis 

Кустарники 

Высокие – от 3 м и выше Syringa vulgaris, Syringa josikaea, Euonymus verrucosus 

Средние – 2–3 м 

Sorbaria sorbifolia, Cotoneaster lucidus, Philadelphus coronarius, Hy-

drangea arborescens, Hydrangea paniculate, Forsythia europaea, For-

sythia ovata, Cornus alba, Physocarpus opulifolius, Ribes sanguineum 

Низкие – 1–2 м 
Kerria japonica, Berberis thunbergii, Spiraea japonica, Spiraea betulifolia, 

Dasiphora fruticosa, Rosa rugosa, Ribes rubrum, Chaenomeles japonica 

Ползучие и стелющиеся – до 1 м Juníperus sabína 

 

Таблица 4 / Table 4 
 

Фенология цветения красивоцветущих древесных в период 2021–2023 гг.  
/ Flowering phenology of beautifully flowering woody in the period 2021-2023 

 

Видовое название 

Год исследования 

2021 2022 2023 

Время цветения 

Начало Конец Начало Конец Начало Конец 

Robinia pseudoacacia 22.05 07.06 15.06 30.06 20.05 02.06 

Robinia  

viscosa 
10.06, 

17.08 

28.06, 

28.09 

– 

18.08 

– 

15.10 

– 

21.08 

– 

19.10 

Sorbaria sorbifolia  10.07 29.07 14.07 01.08 05.07 19.07 

Philadelphus 

coronarius 
26.05 19.06 16.06 09.07 23.05 12.06 

Kerria 

 japonica 
– 

20.08 

– 

28.09 

– 

17.08 

– 

15.10 

– 

15.08 

– 

19.10 

Spiraea japonica 05.07 21.08 15.07 20.08 13.07 18.08 

Spiraea betulifolia 10.06 04.07 17.06 10.07 12.06 08.07 

Hydrangea 

arborescens 
16.06 13.09 04.07 15.09 29.06 19.09 

Hydrangea paniculate 12.07 03.10 23.07 15.10 25.07 09.10 

Chaenomeles japonica 16.05 13.06 28.05 25.06 12.05 08.06 

Forsythia europaea  05.05 21.05 07.05 30.05 01.05 22.05 

Forsythia ovata 26.04 10.05 27.04 14.05 15.04 04.05 

Syringa vulgaris 17.05 05.06 25.05 14.06 13.05 03.06 

Syringa josikaea 28.05 13.06 10.06 28.06 25.05 14.06 

Rosa rugosa 08.06 13.09 17 06 15.09 25.06 19.09 

Dasiphora fruticosa 16.06 16.09 02.07 27.09 29.06 03.10 

 

Начало цветения (табл. 4) зависит от погодных условий. Переход среднесуточной темпера-
туры на активные (+ 10 °С) в 2021 г. произошел 14 мая. В 2022 г. стабильно + 10 °С отмечается 
с 27 мая, в 2023 г. – 23 апреля. Тёплый май и июнь способствовали раннему началу цветения в 
2021 г. по сравнению с 2022 и 2023 гг. В 2022 г. наблюдалось самое позднее начало цветения. 
Май и июнь 2022 г. были прохладными. Отклонение от нормы среднемесячной температуры в 
мае – минус 2,6 °С, в июне – минус 1,3 °С (табл. 1). В 2023 г. даты начала цветения культур от-
мечены раньше 2022 г. и позже 2021 г. Тёплый апрель в 2023 г. повлиял на более раннее цветение 
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Forsythia Ovata по сравнению с 2021 и 2022 гг. (табл. 1). Цветение древесных растений в саду 

происходит с апреля по октябрь (табл. 4). 
За 7 лет исследований (2016–2023 гг.) по разработанной автором методике выделены группы 

устойчивости декоративных качеств древесных растений, произрастающих в зоне корневой си-
стемы средневозрастных деревьев первой величины (Populus balsamifera, Tilia cordata) на иссле-
дуемой территории в климатической зоне Среднего Предуралья (табл. 5). 
 

Таблица 5 / Table 5 

 

Группы устойчивости декоративных качеств древесных растений, произрастающих  
в зоне корневой системы деревьев первой величины на исследуемой территории  

/ Groups of stability of decorative qualities of woody plants growing in the zone  

of the root system of trees of the first magnitude in the study area 

 

Группа устойчивости 

Высокоустойчивая Устойчивая Слабоустойчивая 

Berberis thunbergii Hydrangea arborescens Dasiphora fruticosa 

Cornus alba Hydrangea paniculate Rosa rugosa 

Syringa vulgaris Chaenomeles japonica Ribes rubrum 

Syringa josikaea  Physocarpus opulifolius Ribes sanguineum 

Spiraea japonica  Forsythia europaea   

Spiraea betulifolia Robinia pseudoacacia  

Prunus cerasus Kerria japonica  

Forsythia ovata Thúja occidentális  

Sorbaria sorbifolia Juníperus commúnis  

Juníperus sabína Philadelphus coronarius   

Cotoneaster lucidus Euonymus verrucosus  

 Sorbus aucuparia  

 

Устойчивость декоративных качеств при произрастании в фитоценозе со средневозрастными 
деревьями первой величины определялась у декоративных кустарников и деревьев второй и тре-
тьей величины (27 видов). Выявлены три группы. Высокоустойчивые – 40 % (11 видов). Произрас-
тают в непосредственной близости (до 5 м) от стволов средневозрастных деревьев первой вели-
чины, имеют высокое качество цветения, декоративность листьев и высокий балл состояния рас-
тений. Устойчивые – 45 % (12 видов). У них снижается интенсивность цветения, состояние расте-
ний оценивается высоким баллом. Слабоустойчивые – 15 % (4 вида) являются светолюбивыми 

культурами. Произрастая под пологом Populus balsamifera, Tilia cordata, они испытывают дефицит 
солнечной радиации, имеют недостаточное влагообеспечение, особенно в засушливый вегетаци-
онный период. У данных видов отмечается низкое качество цветения, слабая интенсивность ярко-
сти соцветий и листвы. Исследования особенностей произрастания видов Hydrangea в окружении 
средневозрастных деревьев первой величины (Betula, Populus) показали, что Hydrangea paniculate 

теряет декоративные свойства, произрастая ближе 5 м от стволов этих деревьев [17]. 
На данной территории произрастают редкие интродуценты со слабой морозоустойчивостью 

(Robinia viscosa, Kerria japonica, Paulownia tomentosa). Они зачастую обмерзают до корневой 
шейки, но дают новые побеги, некоторые (Robinia viscosa, Kerria japonica) даже цветут в конце 
летнего периода до заморозков (август, сентябрь). Paulownia tomentosa считается очень редким 
интродуцентом в Среднем Предуралье, но отрастающие вновь побеги с крупными листьями при-
влекают внимание прогуливающихся по тропинкам сада.  

 

Заключение 

 

В саду произрастают 33 вида древесных растений, которые принадлежат 13 семействам. Дере-
вьев – 11 видов, кустарников – 22. В основном это декоративные древесные растения (2-я группа) – 

25 видов. К 3-й группе менее декоративных растений отнесено 6 видов. В 1-ю группу высокодеко-
ративных древесных растений вошло всего два вида (Berberis thunbergii, Cornus alba). 

На исследуемой территории отмечены разнообразные группы древесных растений по вели-
чине листа: крупные листья – 6 %, средние – 27, мелкие – 39,39, очень мелкие – 27 %.  
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В составе исследуемых древесных растений присутствуют 3 категории по высоте у деревьев 
и 4 категории у кустарников.  

Выделена группа красивоцветущих древесных растений – 16 видов (48,5 %). По полученным 
данным фенологии цветения можно отметить, что начало цветения зависит от перехода 
среднесуточной температуры на активные (+ 10 °С) и погодных условий апреля, мая и июня. 

В процессе исследований в период 2016–2023 гг. по разработанной автором методике выделены 
3 группы устойчивости декоративных качеств древесных растений, произрастающих в зоне корне-
вой системы средневозрастных деревьев первой величины (Populus balsamifera, Tilia cordata): вы-
сокоустойчивые – 40 % (11 видов); устойчивые – 45 % (12 видов); слабоустойчивые – 15 % (4 вида).  

Редкие декоративные интродуценты повышают привлекательность сада.  
Представленные результаты исследований биологических и декоративных особенностей дре-

весных растений, произрастающих в корневой зоне средневозрастных деревьев первой вели-
чины, могут быть полезны для специалистов зеленого строительства, в любительском садовод-
стве, для создания ландшафтных групп в садах и парках в зоне Среднего Предуралья. 
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ЮРИЙ АНАТОЛЬЕВИЧ УСТИНОВ (1934–2023) 

 
Personalities 

 
YURI ANATOLYEVICH USTINOV (1934–2023) 

 

14 ноября 2024 г. исполнилось 90 лет со 
дня рождения крупного советского и рос-
сийского механика, заслуженного деятеля 
науки РФ, доктора физико-математических 
наук профессора Юрия Анатольевича 
Устинова. 

В 1952 г. Юрий Анатольевич после окон-
чания школы поступил на отделение меха-
ники физико-математического факультета 
Ростовского госуниверситета (РГУ). В 
1957 г. он окончил университет и начал ра-
ботать ассистентом кафедры теоретической 
механики. Его первые работы, выполнен-
ные под руководством И.И. Воровича, по-
священы решению контактной задачи о вза-
имодействии жесткого штампа с упругим 
слоем конечной толщины на основе асимп-
тотического подхода. Эти исследования за-
ложили основы нового в то время научного 
направления ‒ смешанные задачи теории 
упругости для полуограниченных тел.  

В начале 60-х гг. ХХ в. после разделения 
кафедры теоретической механики на фа-
культете была создана кафедра теории 
упругости. Юрий Анатольевич стал одним 
из первых ее аспирантов. Во время обуче-

ния в аспирантуре он разработал новый оригинальный асимптотический метод, позволивший изучить 
особенности напряженно-деформированного состояния в многосвязных телах со сближенными грани-
цами. Эти результаты составили основу его кандидатской диссертации «Некоторые задачи теории 
упругости для двухсвязных областей с круговыми границами и их приложение» (1964 г.), выполненной 
под руководством И.И. Воровича. 

Для научных исследований Юрия Анатольевича характерно сочетание глубоких фундаментальных 
исследований, основанных на спектральной теории операторов и функциональном анализе, с реше-
нием важных прикладных задач. Он внес существенный вклад в разработку методов расчета прочности 
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и устойчивости горячей посадки бандажей на центры зубчатых колес прокатных станов и шахтных 
подъемников. По результатам этих исследований в соавторстве с И.И. Воровичем и Ю.В. Сафроновым 

была написана и опубликована первая на кафедре теории упругости монография «Расчет колес слож-
ной конструкции» (М.: Машиностроение, 1967). 

Дальнейшие научные интересы Юрия Анатольевича связаны с проблемой предельного перехода от 
трехмерных задач теории упругости к двумерным. Им была построена математически строгая теория 
толстых поперечно-неоднородных плит (в том числе и сэндвичевой структуры), которая включает в 
себя разделение полей (вихревое, потенциальное, бигармоническое), методы построения неоднород-
ных (позволяющих снять нагрузку с лицевых поверхностей плиты и свести задачу к однородной) и 
однородных решений. Им были развиты методы асимптотического анализа краевых задач, содержа-
щих два малых параметра – геометрический и жесткостной, реализованы эффективные схемы расчета 
трехмерных задач для неоднородных плит и дано строгое математическое обоснование их сходимости. 
На основе построенной математической теории были проанализированы области применимости раз-
личных известных прикладных теорий и построены новые уточненные теории, в частности проведен 
анализ трехмерного напряженного состояния трехслойной плиты в окрестности локальной нагрузки. 

Результаты исследований в области поперечно-неоднородных плит составили основу его доктор-
ской диссертации «Граничные задачи и проблема предельного перехода от трехмерных задач к дву-
мерным для неоднородных плит», защищенной в 1977 г. в Институте проблем механики АН СССР. 
В 2006 г. результаты этих исследований были опубликованы в монографии «Математическая теория 
поперечно-неоднородных плит». 

Тяга к исследованию новых научных проблем привела Ю.А. Устинова в 70-е гг. ХХ в. к изучению 
новых классов задач, находящихся на стыке механики твердого деформируемого тела и физики сегне-
тоэлектриков. Он одним из первых на основе трехмерных уравнений начал разрабатывать математи-
ческую теорию и методы расчета напряженного состояния статических и динамических задач элект-
роупругости, в том числе электроупругих плит и пластин, которые были применены далее для расчета 
реальных датчиков и устройств адаптивной оптики. 

Ю.А. Устинов с учениками получили ряд фундаментальных результатов при изучении распростра-
нения волн в неоднородных структурах. Для твердых волноводов и слоистых плит из упругих и элект-
роупругих материалов дано полное математическое описание структуры решений в окрестности тол-
щинных резонансов. Часть полученных результатов опубликована в монографии «Математическая 
теория нерегулярных твердых волноводов» (1993 г.), написанной совместно с его учеником И.П. Гет-
маном.  

В 90-е гг. он начинает исследования, связанные с классическими задачами Сен-Венана для таких 
конструктивных элементов, как естественно закрученный стержень, цилиндрическая пружина, ци-
линдр с винтовой анизотропией. На основе анализа спектральных пучков разработан новый метод, 
в результате использования которого решение сложных трехмерных задач сведено к двумерным, 
дана их вариационная постановка. Эти исследования нашли свое отражение в монографии «Задачи 
Сен-Венана для псевдоцилиндров» (2003 г.). 

Широта научных интересов, жажда к исследованиям в новых областях знания, богатейший опыт 
в решении различных практических задач позволили ему обратиться к решению некоторых задач 
биомеханики сосудистой системы. Он активно принимал участие в научных мероприятиях и семи-
нарах по биомеханике, совместно с коллегами разработал математическую модель винтового пуль-
сового движения крови в артериальных сосудах. Лекция на эту тему была прочитана им на одной из 
всероссийских школ «Математическое моделирование и биомеханика в современном университете» 

и с благодарностью используется при чтении курсов биомеханики многими преподавателями. 
Имя Ю.А. Устинова широко известно не только во многих университетских центрах России 

(Москва, Санкт-Петербург, Саратов, Казань, Краснодар), где ему часто приходилось оппонировать при 
защите кандидатских и докторских диссертаций, но и в странах ближнего и дальнего зарубежья (Укра-
ина, Армения, Азербайджан). В 2003 г. он руководил грантом Лондонского математического общества 
совместно с учеными, работающими в Манчестерском университете. Разработанные Ю.А. Устиновым 
подходы к аналитическому и численному исследованию равновесия и устойчивости нелинейно-упру-
гих оболочек сложной геометрической формы позволили выполнить работу по оптимизации формы 
гофрированных мембран для крупной компании Германии, специализирующейся на производстве дат-
чиков различного назначения. 
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Юрий Анатольевич является создателем и научным руководителем научного направления «матема-
тическая теория и методы расчета конструкций из материалов со сложными физико-механическими 
свойствами». Он подготовил 17 кандидатов и был научным консультантом по 4 докторским диссерта-
циям. Среди его учеников – академик НАН Азербайджана М.Ф. Мехтиев, заведующий научным отде-
лом фирмы Endress+Hauzer (Германия) доктор физ.-мат. наук И.П. Гетман.  

Ю.А. Устинов ‒ обладатель звания заслуженного деятеля науки РФ, член Российского националь-
ного комитета по теоретической и прикладной механике. 

Юрий Анатольевич проработал в системе высшей школы более 60 лет, из них большую часть ‒ в 
РГУ (ЮФУ), внес огромный вклад в подготовку новых поколений ученых-механиков. За время его 
педагогической деятельности им был разработан ряд основных и оригинальных спецкурсов: «Теоре-
тическая механика», «Теория оболочек», «Теория толстых плит», «Плоские и пространственные задачи 
теории упругости», «Электроупругость», «Приложения функционального анализа в задачах МСС». 
Одним из первых сотрудников механико-математического факультета РГУ Юрий Анатольевич был 
удостоен звания Соросовского профессора по математике. 

Ю.А. Устинов – крупный организатор научного, учебного процесса в системе высшего образования 
на Юге России. Свидетельство этого – работа деканом механико-математического факультета РГУ 
(1978–1979 гг.) и ректором Ростовского института сельскохозяйственного машиностроения (ныне – 

Донской государственный технический университет) в 1983–1987 гг.  
На протяжении многих лет Юрий Анатольевич принимал активное участие в подготовке и аттеста-

ции кадров высшей квалификации, читал лекции для аспирантов, много лет являлся председателем 
диссертационных советов по механике деформируемого твердого тела в РГУ и ЮФУ. 

Юрий Анатольевич оставил светлую память о себе. Это был настоящий ученый со спортивным ха-
рактером. В молодости он занимался легкой атлетикой, играл в баскетбол. Многие годы принимал уча-
стие в работе секции настольного тенниса на мехмате. 

Большие заслуги Ю.А. Устинова в развитии образования и подготовке кадров отмечены орденами 
Дружбы и «Знак Почета».  

Ученики и коллеги с теплотой вспоминают научные и человеческие контакты с Юрием Анатолье-
вичем на кафедре, многочисленных конференциях и съездах. 

 

 

С.М. Бауэр, Н.В. Боев, А.О. Ватульян, М.И. Карякин  
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К 90-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ В.И. ЮДОВИЧА.  

ЭПИЗОДЫ О НАУЧНОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 

 
Personalities 

 

TO THE 90th ANNIVERSARY OF THE BIRTH OF V.I. YUDOVICH. 

EPISODES ABOUT SCIENTIFIC ACTIVITIES 

 
4 октября 2024 г. исполнилось 90 лет со дня рож-

дения ученого мирового уровня, российского мате-
матика и механика, создателя Ростовской научной 
школы по математической гидродинамике, заслу-
женного деятеля науки РФ Виктора Иосифовича 
Юдовича (04.10.1934 – 19.04.2006). Его имя носит 
малая планета Yudovich (такой чести были удосто-
ены ещё два выдающихся ученых нашего универси-
тета – И.И. Ворович и Г.В. Войткевич).  

Достаточно полные очерки о биографии 
В.И. Юдовича неоднократно публиковались в раз-
личных источниках. настоящая статья – это некото-
рые штрихи к портрету, основанные на личных вос-
поминаниях об общении с В.И. Юдовичем в качестве 
ученика, а затем и младшего коллеги.  

Научная жизнь В.И. Юдовича связана с Ростов-
ским государственным университетом (РГУ, ныне – 

ЮФУ), куда он поступил на физмат в 1952 г. и где 
через пять лет стал преподавать. Путь от ассистента 
до профессора был пройден за 15 лет, защищенные в 
Москве кандидатская (МГУ) и докторская (ИПМ 
РАН) диссертации признаны выдающимися. В 
1972 г. была основана кафедра вычислительной ма-
тематики (ныне – кафедра вычислительной матема-
тики и математической физики), заведующим кото-
рой с момента основания до последних дней жизни 
был В.И. Юдович. Начиная с 2006 г. заведующим ка-
федрой являюсь я, профессор М.Ю. Жуков. 

 

Электрофорез 

 

В 70-е гг. ХХ в. по инициативе академиков Г.И. Петрова и Г.Г. Черного в Подмосковье проводились 
школы по нелинейным задачам гидродинамической теории устойчивости (НеЗаТеГиУс), организован-
ные Институтом механики МГУ.  

В 1976 г. на одной из школ НеЗаТеГиУс киевский математик В.Г. Бабский (заведующий математи-
ческим отделом в Институте молекулярной биологии, АН УССР, г. Киев), прогуливаясь зимним вече-
ром с В.И. Юдовичем, заговорил о биологии. В.Г. Бабский рассказал об одном интересном перспек-
тивном направлении биологических технологий – электрофорезе, методе разделения химически и био-
логически активных многокомпонентных смесей на индивидуальные компоненты под действием 
внешнего электрического поля. В основе разделения смеси лежит тот факт, что отдельные компоненты 
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обладают различными физико-химическими свойствами, в частности скоростью перемещения на еди-
ницу напряженности электрического поля. Задача, о которой шла речь, решалась методами механики 
сплошной среды. Необходимо было построить математическую модель процесса электрофореза с уче-
том различных факторов, мешающих разделению, в частности процессов гравитационной конвекции. 
По словам В.Г. Бабского, модели процесса, за исключением крайне примитивных моделей диффузии 
с переносом, не учитывающих ни химии процесса, ни тем более конвекции, попросту отсутствовали. 
С его точки зрения, один из эффективных методов противодействия конвективному перемешиванию 
смеси – проведение процесса электрофореза в невесомости. Обсудив тематику, собеседники пришли к 
соглашению о возможности заключения договора о содружестве (формально ни к чему не обязываю-
щего), одним из пунктов которого было написание монографии по электрофорезу.  

В.И. Юдович заинтересовался этой проблемой. По возвращении он организовал на кафедре микро-
семинар на тему электрофореза, пересказал разговор с В.Г. Бабским и прочел несколько двухчасовых 
лекций сотрудникам кафедры. Это были лекции по моделям течения многокомпонентных смесей с 
учетом электрических явлений. В своих лекциях В.И. Юдович хотел заинтересовать сотрудников пе-
респективностью тематики, указать круг задач, возникающих при описании многокомпонентных сме-
сей, особенно их гидродинамической устойчивости (задачами устойчивости в той или иной мере зани-
малось большинство сотрудников кафедры). Лекции читались крайне интенсивно, фактически еже-
дневно. Сотрудникам кафедры было предложено обдумать в течение недели изложенный материал и 
высказать свое отношение к тематике, сделать доклады на семинаре.  

Наибольшую заинтересованность к тематике проявил я (скорее всего, в силу своего начального фи-
зического образования), сделав несколько докладов по неравновесной термодинамике. Подготовка к 
этим лекциям осуществлялась в тесном контакте с В.И. Юдовичем. Некоторые участники семинара 
также проявили интерес к задачам, связанным с электрофорезом, и сформировалась группа сотрудни-
ков (С.Ф. Мазявкин, Л.И. Сазонов, Ю.С. Барковский, С.Н. Овчинникова), непосредственно занимаю-
щихся этой тематикой. Как и предполагалось в разговоре В.Г. Бабского и В.И. Юдовича, был заключен 
договор кафедры о содружестве с Институтом молекулярной биологии.  

Работа над проблемами электрофореза продолжалась скорее на общественных началах. Но к концу 
1976 г. с Институтом молекулярной биологии удалось заключить хоздоговор (на 1977–1979 гг.). Руко-
водителем хоздоговора В.И. Юдович предложил назначить меня. Это было достаточно неожиданно – 

моя научная тематика была связана с теорией упругости. Но Виктор Иосифович понимал, что увлече-
ние задачами электрофореза для него самого является в какой-то мере временным и он не будет уделять 
ему много времени. Его основное время по-прежнему было занято задачами математической гидроди-
намики – теорией бифуркаций, турбулентностью, спектральными свойствами теории операторов, 
устойчивостью течений жидкости, стохастичностью движения в некоторых гидродинамических систе-
мах и т. п.  

Выбор руководителя хоздоговора по тематике электрофореза не в последнюю очередь был обуслов-
лен четким пониманием, что сочетание физического образования с проявленной увлеченностью новой 
тематикой делает меня наиболее подходящей кандидатурой. Время подтвердило правильность выбора 
В.И. Юдовича – процессы переноса в химически активных средах под действием электрического поля 
и, как позже выяснилось, тесно связанные с ними гиперболические квазилинейные уравнения стали 
основными в моих научных работах. По этой тематике была защищена докторская диссертация.  

В 1977 г. началась наша совместная работа над задачами электрофореза, результатом которой, есте-
ственно, стал отчет по хоздоговору, а затем ряд статей, участие во всевозможных конференциях по 
гидродинамике и непосредственно по электрофорезу. Благодаря энтузиазму В.Г. Бабского удалось со-
здать в стране группу людей из Москвы, Риги, Киева, Харькова, Ленинграда, Перми, Новосибирска, 
Симферополя, работающих над проблемами электрофореза. Для них проводились конференции и 
школы-семинары, в основном на базе Института молекулярной биологии.  

В процессе работы над проблемами электрофореза В.И. Юдовичем и мною были сконструированы 
наиболее общие уравнения электрофореза на основе неравновесной термодинамики, введено понятие 
о локальном химическом равновесии (почти мгновенности химических реакций), сформулирована 
концепция бесконечно-компонентных смесей (замена целочисленных индексов континуальным пара-
метром), решены некоторые важные задачи теории квазилинейных гиперболических уравнений. Было 

выяснено, что популярное деление методов электрофореза на зональный, изоэлектрическое фокусиро-
вание и изотахофорез не более чем миф. С математической точки зрения общие уравнения описывают 
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все указанные методы единым образом. Видимое различие объясняется лишь разницей в порядках па-
раметров процесса.  

К середине 1982 г. оказалось, что почти все пункты договора о содружестве выполнены, кроме напи-
сания монографии. В.Г. Бабскому удалось включить ненаписанную монографию в план издательства 
«Наукова думка» (Киев) на 1983 г. (сдача рукописи объемом 200 с. планировалась до конца 1982 г.). 
Авторы (Бабский, Жуков, Юдович) срочно приступили к написанию текста. Несмотря на большой за-
дел в виде ранее опубликованных статей, требовалось дописать примерно 160 с. ранее неопубликован-
ных результатов. Ситуация осложнялась еще и тем, что авторы были физически разделены расстоя-
нием более 1000 км (Жуков, Юдович – Ростов-на-Дону, Бабский – Киев). В 1982 г. в стране не было 
Интернета, нормальных текстовых редакторов типа Word, LaTeX и прочего. Фактически начало ра-
боты пришлось на сентябрь, и ни о каких-либо длительных командировках не могло быть и речи в 
связи с учебным процессом в университете. Об общей структуре книги договорились по телефону. 

Работа над текстом монографии протекала на кухне в квартире В.И. Юдовича (на кафедре не было 
возможности – её площадь примерно 12 м2, тут же коллеги, занятые в учебном процессе). Работа над 
рукописью начиналась практически ежедневно около 19–20 ч и продолжалась до 22–23 ч. Ограничение 
времени работы было обусловлено учебным процессом и расписанием движения поездов на Киев и из 
Киева. Написанные части текста от ростовской половины авторов передавались киевской и наоборот 
при помощи проводников поездов. Использование обычной почты задерживало бы передачу инфор-
мации на три-четыре дня. Такой интенсивный режим позволил закончить черновую работу над текстом 
монографии к середине ноября. Еще пара-тройка недель ушла на окончательную подготовку рукописи, 
которую передали в редакцию «Науковой думки» в начале декабря 1982 г. Монография вышла в 1983 
г., а в 1989 г. была издана на английском языке в издательстве Plenum Press. К сожалению, ввиду огра-
ниченности объема в книгу не были включены задачи, связанные с конвективным перемешиванием 
жидкости.  

Помимо работы над монографией, В.И. Юдович занимался и другими задачами, связанными, в част-
ности, со спектральными свойствами дифференциальных операторов. Приведённый эпизод очередной 

раз подчеркивает его способность увлекаться новыми проблемами, не отвлекаясь от задач, которыми 
он занимался раньше, умение организовать работу и находить сотрудников, которые могли бы сосре-
доточиться на новой задаче. 

 

Hong Kong University of Science and Technology (HKUST) 

 

В течение нескольких месяцев в 1995–1996 гг. В.И. Юдович читал цикл лекций в HKUST, куда он 
был приглашен В.А. Владимировым, директором лаборатории Fluid Dynamics HKUST. Помимо подго-
товки к чтению лекций, В.И. Юдович интенсивно занимался работой над задачами теории косиммет-
рии, недавно созданной им. Новая теория позволяла описывать поведение динамических систем при 
некоторых вырождениях, которые отличаются от обычных случаев, когда причиной вырождения слу-
жит симметрия операторных уравнений. Кроме этого, он заинтересовался экспериментом, показанным 
ему В.А. Владимировым, в котором при течении вязкой жидкости в зазоре между двумя цилиндрами, 
ограниченном твердыми крышками (толщина зазора в осевом направлении много меньше его ширины 
в радиальном), при вращении внутреннего цилиндра возникали струйные течения. В зависимости от 
величины скорости вращения внутреннего цилиндра в области, заполненной жидкостью, могли возни-
кать радиальные струи (3–6), медленно прецессирующие в азимутальном направлении. Из общих со-
ображений было понятно, что происходят бифуркации основного режима течения жидкости, подобные 
тем, которые наблюдаются в течении Тейлора – Куэтта в случае цилиндров, неограниченных в осевом 
направлении (бесконечных). Между тем в течениях Тейлора – Куэтта возникновение струй не наблю-
далось. Они образуются, скорее всего, ввиду ограниченности и тонкости зазора в осевом направлении.  

Загруженность В.И. Юдовича и В.А. Владимирова обусловила привлечение к решению новой за-
дачи о возникновении струй дополнительных сотрудников.  

В.А. Владимиров сумел пригласить в HKUST меня и П.В. Денисенко (молодой экспериментатор из 
Новосибирска) для работы в лаборатории Fluid Dynamics непосредственно над задачей о возникновении 
струйных течений. Если при оформлении П.В. Денисенко особых проблем не возникло – в лаборатории 
Fluid Dynamics имелась свободная позиция, то для меня они были – финансировалась только зарплата, 
но не проживание. Дело в том, что аренда квартиры в Гонконге крайне высока. Проблему удалось решить 
В.И. Юдовичу, разделившему со мной квартиру, которую ему бесплатно выделил HKUST.  
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Несмотря на то что общий подход к решению задачи о возникновении струй был достаточно ясен – 
это задача о бифуркации основного режима течения жидкости, проблема осложнялась отсутствием 
аналитического решения для основного режима течения, что не позволяло эффективно использовать 
известные подходы (в частности, численное решение) для исследования бифуркаций.  

Для решения проблемы В.И. Юдович предложил строить некоторые асимптотические решения, ос-
нованные на различиях по порядку параметров задачи (толщина зазоров в осевом и радиальных направ-
лениях). За достаточно короткое время ему удалось построить асимптотическую модель, которая хорошо 
описывала основной режим течения (это потом подтвердили эксперименты П.В. Денисенко). Асимпто-
тическая модель была достаточно сложной и требовала численного решения. Исследования модели, про-
веденные нами, позволили убедиться в том, что уравнения имеют треугольную структуру. Они расщеп-
ляются на основное уравнение для определения азимутальной скорости течения и на зависимые от ази-
мутальной скорости уравнения для определения радиальной и осевой компонент. Более того, уравнение 
для азимутальной скорости было решено В.И. Юдовичем аналитически (!) методами теории функций 
комплексных переменных (ему потребовался для этого всего один день!). Через некоторое время и для 
уравнений, описывающих радиальную и осевые скорости, я построил аналитическое решение в виде ря-
дов по собственным функциям некоторого бигармонического уравнения. Существенную помощь в по-
строении такого решения сыграла совместная работа Ю.А. Устинова и В.И. Юдовича  (1974). Оказалось, 
что в зазоре образуется вихревое течение, подобное течению Тейлора – Куэтта. Материалы совместного 
сотрудничества соавторов были позже опубликованы в ряде работ. Результаты экспериментов нашли 
отражение в части PhD диссертации П.В. Денисенко, выполненной под руководством В.А. Владимирова. 
К сожалению, построенная асимптотическая модель не содержала азимутальной координаты, что делало 
невозможным ее использование для построения ответвившихся от основного режима прецессирующих 
азимутальных течений в задаче о возникновении струй.  

Заметим, что применение асимптотического решения в полной неасимптотической задаче было 
также невозможно – нельзя было линеаризовать исходную задачу на приближенном решении и исполь-
зовать известную технику построения вторичных режимов течения. Дальнейшая работа над задачей 
сильно затормозилась ввиду чисто технических трудностей, связанных с реализацией численных алго-
ритмов (в частности, из-за отсутствия в то время мощных компьютеров в HKUST). 

Помимо задачи о возникновении струй, у В.И. Юдовича и В.А. Владимирова возникли идеи по тео-
рии жидких кристаллов, задачами которой весьма успешно на техническом (прикладном) уровне зани-
мались на некоторых факультетах HKUST. Как и в случае электрофореза, В.И. Юдович предложил эти 
задачи мне. Непосредственно теорией жидких кристаллов В.И. Юдович увлекался лишь на начальных 
этапах работы, в дальнейшем ограничиваясь только обсуждением проблем – сказывалась его загру-
женность основной работой в университете и интенсивным исследованием теории косимметрии. Осо-
бых успехов в теории жидких кристаллов достичь не удалось. Одна из причин – громадный поток работ 
в области их технического применения (дисплеи, индикаторы и пр.). Теория мало кого интересовала. 
Считалось, что классических теоретических работ Лесли, Чандрасекара, де Жена и их учеников вполне 
достаточно, и опубликовать какие-либо работы по теории было крайне затруднительно. Достаточно 
большой объем работы по некоторым теоретическим проблемам (вывод общих нестационарных урав-
нений, задачи конвекции в жидких кристаллах, влияние вибрации на течение жидких кристаллов), вы-
полненный мной и В.А. Владимировым, так и остался в виде рукописей. Немаловажную роль сыграло 
и окончание срока контракта В.А. Владимирова в HKUST, который получил в 1999 году позицию на 
математическом факультете University of Hull, UK. 

 

Hull Institute for Mathematical Sciences and Applications (HIMSA) 
 
Получив позицию в Университете Халла (Англия), В.А. Владимиров, благодаря своим организатор-

ским способностям, сумел создать в университете HIMSA, директором стал он, а научным руководи-
телем института был утвержден В.И. Юдович. В.А. Владимиров также сумел добиться позиции в ла-
боратории Fluid Dynamics – структуре HIMSA для П.В. Денисенко. Всё это позволило продолжить ра-
боты, начатые в Гонконге.  

В.И. Юдович и я проводили в HIMSA по несколько месяцев в 2000–2005 гг. В.И. Юдович читал 
лекции сотрудникам университета по косимметрии и по теории вибродинамики, которую он начал раз-
вивать примерно с 2002 г. Я читал лекции по неравновесной термодинамике и продолжал заниматься 
задачами теории жидких кристаллов и задачей о возникновении струйных течений во вращающейся 
жидкости.  
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Когда наши посещения HIMSA совпадали, мы проживали вместе. Это позволяло по вечерам после 
работы непосредственно в университете обсуждать некоторые задачи теории жидких кристаллов, за-
дачу о возникновении струй и другие. Обсуждения не носили конкретного характера – это не была 
совместная работа с написанием текстов, формул и пр. Скорее разговор шел о возможных направле-
ниях, о привлечении сотрудников кафедры вычислительной математики и математической физики 
РГУ к работе в HIMSA, обсуждались и иные темы.  

В HIMSA проводился еженедельный семинар, докладчиками были, в частности, специально при-
глашенные А.И. Шнирельман, Г.Е. Фалькович, В.В. Мелешко и др. Тематика выступлений была до-
статочно разнообразна – вихревые структуры, идеальная нерастяжимая нить, уравнения которой по-
хожи на уравнения Лагранжа для идеальной несжимаемой жидкости, статистическое описание турбу-
лентности и т.д. Результаты работ публиковались в препринтах HIMSA и лишь затем в переработанных 
вариантах – в периодических научных изданиях. В первом выпуске Preprint HIMSA в 2001 г. была 
опубликована знаменитая работа В.И. Юдовича Invincible charm and horrible difficulty of mathematical 
hydrodynamics, которая в слегка измененном варианте была напечатана в 2002 г. в журнале «Успехи 
механики». Работы В.И. Юдовича по вибродинамике также впервые опубликованы в препринтах 
HIMSA, а затем в этом журнале. С сожалением следует сказать, что при переезде математического 
факультета University of Hull в University of York (UK) значительная часть Preprint HIMSA была уте-
ряна и существует в настоящее время лишь у частных лиц. Это же касается и исчезнувшего в 2024 г. 

журнала «Успехи механики». 
В апреле 2001 г. в Университете Халла прошла конференция по математической гидродинамике, на 

которой В.И. Юдович сделал доклад о 11 проблемах математической гидродинамики (по аналогии с 
23 проблемами Гильберта и 18 проблемами Смейла). Этот доклад был повторен им 23 апреля 2001 г. в 
Институте Ньютона в Кембридже.  

Заканчивая описание некоторых эпизодов из научной биографии В.И. Юдовича, напомню, что он 
никогда не прерывал крайне интенсивную научную и преподавательскую работу в родном ему РГУ, 
был президентом Ростовского математического общества, председателем диссертационного совета по 
механике жидкостей и газов, членом ряда редколлегий, в частности журнала «Известия вузов. Северо-

Кавказский регион. Естественные науки». 
В.И. Юдович создал научную школу, признанную в мире, под его руководством защищено 25 кан-

дидатских и 6 докторских диссертаций. После 2006 г. докторские диссертации также защитили 
М.Ю. Жуков, Л.Г. Куракин, М.В. Норкин, В.Г. Цибулин, Л.И. Сазонов, А.Б. Моргулис. 

В 2009 г. опубликованы три тома «Избранных трудов» В.И. Юдовича. В последнем помещен список 
его работ, насчитывающий 335 названий.  

В трудах Юдовича развивалось много тем современной математики: теория косимметрии – факти-
чески созданное им новое научное направление; теория кратных бифуркаций в системах с цилиндри-
ческими симметриями; глобальная разрешимость и единственность решений уравнений Эйлера и На-
вье – Стокса; исследование бифуркаций стационарных и периодических движений вязкой жидкости; 

обоснование метода линеаризации в теории гидродинамической устойчивости; задача о размывании 
слабых разрывов в нестационарных течениях вязкой жидкости; спектральная теория линейных опера-
торов; приложение линейных операторов к изучению устойчивости движений вязкой жидкости; иссле-
дования задачи о возникновении вибрационной конвекции и др. 

  

М.Ю. Жуков 
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